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概 要

楕円曲線上の点の分解の判定法は Semaev による summation polynomials を用いた
ものと Stangeによる elliptic netを用いたものがある. 本講演ではこの二つの Semaev’s
summation polynomialsと Stange’s elliptic netsのある関係式を導き, elliptic netを用い
た指数計算法による攻撃は summation polynomialのものと同等であることを示す.

1 動機

1.1 Decomposition of Points on an Elliptic curve

体 kのAffine平面A2(k)上の楕円曲線上の点 P = (x(P ), y(P )) ∈ Eに対して

mP = 0

の判定はm等分多項式 ψmを用い ψm(x(P ), y(P )) = Oと同値であることは周知のことであ
る. この拡張として, 複数の点の和がOとなるかどうかを判定する手段が楕円曲線暗号におい
て必要となる場合がある. この報告では, 以下の具体的なもんだいへの分解判定の必要のもと,
その判定方法について述べ, それらの関係を求める.
楕円曲線暗号は楕円曲線離散対数問題の計算の複雑さをもとに構築されている. 有限素体Fq

と楕円曲線E/Fqにおいて楕円曲線離散対数問題とはP ∈ E(Fq), A ∈ 〈P 〉に対して, mA = P

を満足する最少のm ∈ Z≥0 (これを logP Aと記す)を求める問題である. ここで中国の剰余
定理から P の位数は素数としてよい. 一方, ある種の拡大有限体において四則演算の計算高速
化が 1998年に Baileyと PaarによってOEFと呼ばれる手法が提唱された [2]. 同じ程度の位
数をもつ有限素体Fqと拡大有限体Fq′n にたいして, 拡大有限体のほうが四則演算の計算が高
速になる. これは q′と nによってはmodular reductionが高速におこなわれるからである. こ
のOEFの手法によって, 暗号プロトコルの高速化のために, それまで素体上の楕円曲線によっ
て構築された暗号プロトコルではなく拡大体上の楕円曲線を用いた暗号プロトコルが提唱さ

れた [1]. しかしこの拡大体上の楕円曲線暗号に対して, 以下のような指数計算法を用いた攻撃
方法がGaudryとDiemによって提唱された [5], [4].

Step 1. 因子基底 F = {P ∈ E(Fqn) |x(P ) ∈ Fq} = {F1, . . . , Fs}を定める.

Step 2. 適当な βi ∈ Z/ord(P )Zを取り, s個の関係式

βiP =
s∑

j=1

fijFj , (i = 1, . . . , s)

を与える.
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Step 3. 与えられた行列の関係式によって logP Fj を求める.

Step 4. 再び α, β ∈ Z/ord(P )Zを適当に与え, 関係式を与える.

αA + βP =
s∑

j=1

fjFj .

Step 5. Fj = (logP Fj)P より, A = mP の形にできる.

この手法において, 関係式を与えるために, 任意の P, P1, . . . , Pr ∈ E(Fqn)に対して, 分解

P =
r∑

i=1

Pi

を満足するのかを判定する手法が必要である. また, Step 2, Step 3において関係式の個数 s

や与えた関係式によっては logP Fj が求まらない場合があるが, その際は再度関係式を与え連
立方程式を求める. 関係式の個数を連立方程式を解かせられるまでに増やしたとしても, 上の
アルゴリズムの計算時間の評価が左右されることは無いことに注意する.

1.2 Semaev’s Summation Polynomials

上の分解の判定方法に対して, Gaudryと Diemは以下の Semaevによる summation poly-
nomialを利用した方法を用いている [6]. この節では, kを任意の体とする.

Theorem 1.1 (Semaev [6]). (1) 任意の楕円曲線 E/kと整数 n ∈ Z≥2に対して, n変数多

項式Sn(X1, . . . , Xn) ∈ k[X1, . . . , Xn]が存在し, 任意の点P1, . . . , Pn ∈ Eに対して, εi ∈ {±1}
が存在し, ε1P1 + · · ·+ εnPn = 0であることと Sn(x(P1), . . . , x(Pn)) = 0であることは同値で
ある.
(2) 標数 ch(k) が 2, 3 以外 (ただし, この条件は本質的ではない) の場合, 楕円曲線の式を
E : y2 = 4x3 + ax + bとしたときに Snは次のように漸化的に与えられる.

S2(X1, X2) = X1 −X2,

S3(X1, X2, X3) = (X1 −X2)2X2
3 − 2

(
(X1 + X2)

(a

4
+ X1X2

)
+

b

2

)
X3

+
(
X1X2 − a

4

)2
− b(X1 + X2),

Sn(X1, . . . , Xn) = ResX(Sj(X1, . . . , Xj−1, X), Sn−j+2(Xj , . . . , Xn, X)),

ここで jは 3 ≤ j ≤ n− 1を満たす任意の整数である.
(3) Sn(X1, . . . , Xn)の各変数Xiの多項式としての次数は 2n−2次である.
(4) 既約多項式である.

この分解の判定方法を用いてGaudryとDiemが提案した攻撃方法の関係式を求めることに
対して次のような同値がわかる.

Theorem 1.2 (Gaudry [5]). 任意の点 P ∈ E(Fqn)と元Q1, . . . , Qn ∈ Fq に対し, 次の条
件 (i), (ii), (iii)は同値である:

76



(i) 因子基底の点 F1, . . . , Fn ∈ Fが存在し, x(F1) = Q1, . . . , x(Fn) = Qn かつ P = F1 +
· · ·+ Fnを満足する.

(ii) Semaev多項式 Sn+1に対して, Sn+1(Q1, . . . , Qn, x(P )) = 0.

(iii) 拡大体Fqn/Fqの基底を {ti | i = 1, . . . , n}として, Semaev多項式を基礎体の係数に分解
する, すなわち

Sn+1(X1, . . . , Xn, x(P )) =
n∑

i=1

si
n+1,P (X1, . . . , Xn)ti(si

n+1,P ∈ Fq[X1, . . . , Xn]).

このとき, (Q1, . . . , Qn)は多様体 V (s1
n+1,P , . . . , sn

n+1,P )の Fq 有理点である.

故にGuadryとDiemが示したアルゴリズムの中で関係式を与える際には,分解されたSemaev
多項式 s1

n+1,P , . . . , sn
n+1,P の連立代数方程式をグレブナー基底や多重終結式等の適当な方法で

解けば良い [3].

1.3 Stange’s Elliptic Nets

上にあげた Semaev多項式以外に関係式を求める方法を述べる. Stangeは多変数楕円関数
を用いて楕円曲線上の点の分解の判定法を以下の様に与えている [7].
任意の代数体 kに対してEを k上の楕円曲線とする. またWeierstrass σ関数を

σ(z) = z
∏

ω∈LE

(
1− z

ω

)
exp

(
z

ω
+

z2

2ω2

)

とする. ここで, LEはEに付随するC上の格子である. 整数値ベクトル v = (v1, . . . , vn) ∈ Zn

と変数 z = (z1, . . . , zn) ∈ Cnに対して

Ψv(z) =
σ(v1z1 + · · ·+ vnzn)

∏n
i=1 σ(zi)

Pn
j=1 2v2

i−vivj ∏
1≤i<j≤n σ(zi + zj)vivj

とする. この Ψv(z)は各変数 ziに関して楕円関数である. この関数は等分多項式による楕円
関数 ψm(℘(z), ℘′(z)) = σ(mz)/σ(z)m2

の多変数化としてとらえることができる.
楕円曲線上の点を引き戻し π−1 : E ∼= C/LE −→ CによってC上の点とみなせる. 以下で

は, π−1(P )を混乱が無い限り P と省略して書く場合がある.

Theorem 1.3 (Stange [7]). 代数体 kと楕円曲線上の点 P1, . . . , Pn ∈ E(k)に対して,

v1P1 + · · ·+ vnPn = 0 ⇐⇒ Ψv(P1, . . . , Pn) = 0

が成立する.

なお, 楕円曲線上の点 P1, . . . , Pn ∈ E(k)に対して写像

W : Zn −→ k, v 7−→ Ψv(P1, . . . , Pn)

を P1, . . . , Pnによる elliptic netという. また, 任意の整数値ベクトル p, q, r, s ∈ Znに対して

W (p + q + s)W (p− q)W (r + s)W (r) + W (q + r + s)W (q − r)W (p + s)W (p)

+ W (r + p + s)W (r − p)W (q + s)W (q) = 0
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を満足し, この elliptic netは elliptic divisibility sequenceの一般化であるとみなせる. ここ
で, elliptic divisibility sequenceとは以下の性質を満足する体の列である;

hm−nhm+nh2
1 = hm+1hn−1h

2
n − hn+1hn−1h

2
m (for all m > n > 0).

尚,ペアリング暗号においてさまざまなペアリングの計算高速化が急務であるが,この elliptic
netを用いて Tateペアリングを高速化を図ることが提唱されている [8].

2 関係式

任意の代数体 k上の有理関数体 K = k(℘(z1), . . . , ℘(zn))に対して, Gaolis拡大 Lを L =
K(℘′(z1), . . . , ℘′(zn))で定める. Semaev’s summation polynomialは楕円曲線の点の x座標の

みによって点の分解の判定を与えている, すなわち有理関数体 Sn(℘(z1), . . . , ℘(zn)) ∈ Kとし

て, 分解の判定を行う. 一方で Stange’s elliptic netのもととなるべく関数 Ψv(z)は楕円関数
であるが Lの元である. Galois群Gal(L/K) = {±1}nに対して, (ε1, . . . , εn) ∈ Gal(L/K)の
(z1, . . . , zn) ∈ (C/LE)nへの作用は (ε1, . . . , εn).(z1, . . . , zn) = (ε1z1, . . . , εnzn)で与えられる.

Theorem 2.1. 任意の整数 n ∈ Z≥2と代数体上の楕円曲線Eに対して

NL/K(Ψv(z)) = Sn(℘(v1z1), . . . , ℘(vnzn))2
∏n

i=1 Ψvi(zi)2
n

∏
1≤s<t≤n(℘(zs)− ℘(zt))2

n−1vsvt

が成立する.

この定理の右辺に現れる
∏n

i=1 Ψvi(zi)2
n−1
の項は各点 Piについて viPi = 0の判定であり,∏

1≤s<t≤n(℘(zs) − ℘(zt))2
n−1vsvt の項は Ps = ±Pt の判定である. もし, いずれかの場合に

は, nを n − 1にし, 再度判定を行えば良い. 故に, いずれも本質的な判定には無関係である.
すなわち ε1v1P1 + ε2v2P2 + · · · + εnvnPn = 0を判定するものとして, Semaev’s summation
polynomialと elliptic netのノルムは同等のものとして捉えられる.

Lemma 2.2. Semaev’s summation polynomial Snに対して次の漸化式が成立する:

Sn(℘(z1), . . . , ℘(zn))

= Sn−1(℘(z1), . . . , ℘(zn−1))2
∏

ε2,...,εn−1∈{±1}
(℘(z1 + ε2z2 + · · ·+ εn−1zn−1)− ℘(zn))

= (℘(z1)− ℘(z2))2
n−2

n−2∏

i=1

∏

ε2,...,εn−i∈{±1}
(℘(z1 + ε2z2 + · · ·+ εn−izn−i)− ℘(zn−i+1))2

i−1

Proof. 数学的帰納法による. n = 3のとき, S3(℘(z1), ℘(z2), ℘(z3)) = S2(℘(z1), ℘(z2))2(℘(z1+
z2)−℘(z3))(℘(z1−z2)−℘(z3))が成立することは℘関数の加法公式から直ちに導かれる. n−1
以下の場合に主張すべき式が成立すると仮定する.

Sn(℘(z1), . . . , ℘(zn)) = ResX(S3(℘(z1), ℘(z2), X),

Sn−1(℘(z3), . . . , ℘(zn), X)) = ResX(S2(℘(z1), ℘(z2))2
∏

ε2=±1

(℘(z1 + ε2z2)−X),

Sn−2(℘(z3), . . . , ℘(zn))2
∏

ε4,...,en∈{±1}
(℘(z3 + ε4z4 + · · ·+ εnzn)−X))
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= S2(℘(z1), ℘(z2))2
n−2

Sn−2(℘(z3), . . . , ℘(zn))2
2

×
∏

ε2,ε4,...,εn∈{±1}
(℘(z1 + ε2z2)− ℘(z3 + ε4z4 + · · ·+ εnzn))

= (℘(z1)− ℘(z2))2
n−2




n−4∏

i=1

∏
ε4,...,εn−1

(℘(z3 + ε4z4 + · · ·+ εn−izn−i)− ℘(zn−i+1))2
i+1




× (℘(z3)− ℘(z4))2
n−2

∏

ε2,ε4,...,εn∈{±1}
(℘(z1 + ε2z2)− ℘(z3 + ε4z4 + · · ·+ εnzn)).

上の変形によって Sn(℘(z1), . . . , ℘(zn))の零点と極が補題の主張の式の左辺のものと一致す
ることが分かる. また, 両辺の z1 + z2 = 0での級数展開を与えると一致している. Liouvilleの
定理から主張は正しい.

この補題をもとに定理の証明を与える.

Proof of Theorem 2.1. 数学的帰納法による. n = 2の場合,

NL/K(Ψ(v1,v2)(z1, z2)) =
∏

ε1,ε2∈{±1}

σ(ε1v1z1 + ε2v2z2)
σ(ε1z1)v2

1−v1v2σ(ε1z1 + ε2z2)v1v2σ(ε2z2)v2
2−v1v2

=
σ(v1z1 + v2z2)2σ(v1z1 − v1z2)2

σ(z1)4v1−4v1v2σ(z1 + z2)2v1v2σ(z1 − z2)2v1v2σ(z2)4v2
2−4v1v2

=
σ(v1z1)4σ(v2z2)4(℘(v1z1)− ℘(v2z2))2

σ(z1)4v2
1σ(z2)4v2

2 (℘(z1)− ℘(z2))2v1v2

より, 定理の主張は成立する.
n− 1以下のときに成立していると仮定する, すなわち

∏

ε2,...,εn−1∈{±1}
Ψ(v1,ε2v2,...,εn−1vn−1)(z) = Sn−1(℘(v1z1), . . . , ℘(vn−1zn−1))

n−1∏

i=1

Ψvi(zi)2
n−2

.

このもとで,
∏

ε2,...,εn∈{±1}
Ψ(v1,ε2v2...,εnvn)(z1, . . . , zn)

=
∏

ε2,...,εn∈{±1}

σ(v1z1 + ε2v2z2 + · · ·+ εnvnzn)∏n
j=1 σ(zi)2−εiεjvivj

∏
1≤i<j≤n σ(zi + zj)εiεjvivj

=
∏

ε2,...,εn−1∈{±1}

(
(℘(v1z1 + ε2v2z2 + · · ·+ εn−1vn−1zn−1)− ℘(vnzn))

× σ(z1 + ε2z2 + · · ·+ εn−1zn−1)2σ(zn)2∏n
i=1 σ(zi)2

n−1v2
i

)

= Ψvn(zn)2
n−1

∏

ε2,...,εn−1∈{±1}
Ψ(v1,ε2v2,...,εn−1vn−1)(z1, . . . , zn−1)

2

×
∏

ε2,...,εn−1∈{±1}
(℘(v1z1 + ε2v2z2 + · · ·+ εn−1vn−1zn−1)− ℘(vnzn))

= Sn−1(℘(v1z1), . . . , ℘(vn−1zn−1))2
n∏

i=1

Ψvi(zi)2
n−1
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×
∏

ε2,...,εn−1∈{±1}
(℘(v1z1 + ε2v2z2 + · · ·+ εn−1vn−1zn−1)− ℘(vnzn))

= Sn(℘(v1z1), . . . , ℘(vnzn))
n∏

i=1

Ψvi(zi)2
n−1

.

3 いくつかの問題

この報告集では定義体を代数体としたが, 任意の体でも reduction theoryにより定理は成立
する. この定理によってGaudryとDiemによって与えられたアルゴリズムの中で elliptic netを
yを消去して用いる手法と Semaev多項式を用いることは同等であることが示された. しかし,
elliptic netにたいしてグレブナー基底を用いて,関係式を求めることができるのではないか. 具
体的に,関係式を求めるには楕円曲線上の点の分解を判定するの多項式から得られる連立代数方
程式を解くのだが, 任意の点 P ∈ E(Fqn)に対してΨ(1,...,1)(X1, Y1, . . . , Xn, Yn, x(P ), y(P )) ∈
Fqn(X1, Y1, . . . , Xn, Yn)を計算する. それを基礎体 Fq において分解する;

Ψ(1,...,1)(X1, Y1, . . . , Xn, Yn, x(P ), y(P )) =
n∑

i=1

Φ(i)
P (X1, Y1, . . . , Xn, Yn)ti.

ここで {ti | i = 1, . . . , n}は拡大体 Fqn/Fq の基底であり, Ψ(i)
P は Fq(X1, Y1, . . . , Xn, Yn)の元

である. このとき, 多様体 V (Ψ(1)
P , . . . ,Ψ(n)

P )のFq有理点を与えればよい. しかし, 一方で因子
基底等の定義の仕方, どのくらいの計算量で方程式が解けるのかが問題になる.
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