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Introduction

結び目とは 3 次元空間 R3(または 3 次元球面 S3)内の単純閉曲線 K のことであるが, その
内結び目補空間 S3 rK が 3 次元双曲多様体の構造をもつものを双曲結び目と呼ぶ. 8 の字結
び目は双曲結び目の中でただひとつの arithmetic knot であり ([11]), その結び目群は数論的
に興味深い性質をもつことが期待される. 本稿では 8 の字結び目群の SL2-絶対既約表現の同
型類の個数の定める Weil 型ゼータ関数及び Hasse-Weil 型ゼータ関数を計算し, それらの数
論的な性質と他の結び目不変量との関連についてみる.

1 群の表現の定める Weil 型ゼータ関数

G を有限生成な群, d ≥ 1 を整数, q = pr を素数 p のべきとするとき d 次線形表現 ρ :
G → SLd(Fqn)の集合から定まる数列 (Nd,n;r)n≥1を考える. 例えばNd,n;r として d次線形表

現 ρ : G → SLd(Fqn)の全体の個数などが考えられる. このときべき級数

ZN,d;r(G,T ) := exp

( ∞∑

n=1

Nd,n;r

n
Tn

)

を, 数列 (Nd,n;r)n≥1 の定める Weil 型のゼータ関数とよぶことにする. Nd,n;r として d次線

形表現 ρ : G → SLd(Fqn)の全体の個数 Hd,n;r をとった場合, 対応する Weil 型のゼータ関
数 ZH,d;r(G,T )は有理関数になる. このことは次のようにして分かる: 有限生成な群 Gと次

数 dに対し, Z上有限型なスキームXG,dが存在し, d次線形表現 ρ : G → SLd(Fqn)の全体と
XG,dの Fqn-有理点の集合との間に全単射が存在する. よって ZH,d;r(G,T )は合同ゼータ関数
Z(XG,d ⊗Z Fq, T )に等しいことが分かる. したがって Dwork により示された合同ゼータ関数
の有理性により ZH,d;r(G,T )は有理関数であることが分かる (cf. [5], Theorem 1).

Ad,n;rを絶対既約表現 ρ : G → SLd(Fqn)のGLd(Fqn)-共役類の個数とする. ここで ρ : G →
SLd(Fqn)が絶対既約であるとは合成G

ρ−→ SLd(Fqn) ↪→ GLd(Fqn)が既約表現であるときをい
う (Fqn は Fqn の代数閉包). 数列 (Ad,n;r)n≥1の定める Weil 型ゼータ関数ZA,d;r(G,T )に関し
て次が成り立つ:

Theorem 1.1. ZA,d;r(G,T )は有理関数である.

一般線形群 GLd への絶対既約表現の同型類を考えた場合にも上記の結果が得られる ([5]).
[5]においては, Procesi ([10])による非可換環の東屋代数への絶対既約表現の同型類のモジュ
ライの理論を用いることでGLdの場合を証明しているが, SLd-表現の場合も同様にして示す
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ことができる. ここでは中本, 斎藤両氏による ([9]) Z上の指標多様体の理論を用いた証明につ
いて簡単に述べる.

Proof. [9], Theorem 6.18 によりZ上分離的, 有限型なスキームChd(G)で, 次の性質をもつも
のが存在する: 任意の代数閉体Ωに対し,絶対既約表現 ρ : G → SLd(Ω)のGLd(Ω)-共役類の集
合Repd(G)(Ω)/PGLd(Ω)とChd(G)のΩ-有理点の集合との間に全単射が存在する. 実は kを

有限体, Ωをその代数閉包 kとするとき, この全単射は k上に制限しても成立することが次のよ

うにして分かる (cf. [4], Lemma 2.3.1): Skolem-Noether の定理によりRepd(G)(k)/PGLd(k)
からRepd(G)(k)/PGLd(k)への自然な写像は単射であるから,全射性を示せばよい. Chd(G)(k)
の任意の元 xに対して, ρを対応するRepd(G)(k)の元とする. ガロア群Gal (k/k)の任意の元
σに対し, ρへ σを作用させた表現 σ · ρ ∈ Repd(G)(k)は xに写るので, ρと σ · ρは PGLd(k)-
共役である. よって行列A(σ) ∈ PGLd(k)で σ · ρ = A(σ)ρA(σ)−1となるものが一意的に存在

する. この対応による写像 Gal (k/k) → PGLd(k)は 1-cocycle になる. H1(k, PGLd(k)) = 1
なので, ある行列A ∈ PGLd(k)が存在して σ(A)A−1 = A(σ)となる. そこで ρ′ := A−1ρAと

すると ρ′ ∈ Repd(G)(k)であり, これが xへうつる表現であることが分かる.

1.1 Torus 結び目群のゼータ関数

群 Gとして多様体X の基本群 π1(X)をとったとき, ゼータ関数 ZN,d;r(G,T )はX の不変

量と考えられる. X として結び目Kの補空間 S3 rKを考えた場合, ZN,d;r(π1(X), T )が結び
目不変量としてどのような性質をもつかを調べることは興味深い問題であると思われる. 結
び目群の Weil 型ゼータ関数の計算としては Sink によるものが知られている. ここでは Sink
による Torus 結び目群の場合の結果について述べる.
結び目群の SL2(C)-線形表現から定まる結び目不変量にキャッソン不変量がある. Sink ([14])
は有限体上の線形表現からキャッソン不変量の類似が得られないか, ということを考え, Weil
型のゼータ関数を研究し以下の結果を得た:

Theorem 1.2 (Sink [14], Theorem 2). Gを有限表示な群, pを素数とし N2,n;1 を 2次
線形表現 ρ : G → SL2(Fpn)の SL2(Fpn)-共役類の個数とする. このとき Weil 型ゼータ関数
ZN,2;1(G,T )はある有理関数の平方根になる.

Theorem 1.3 (Sink [14], Theorem 3). aを正の奇数, p ≡ 1 (mod 4)を素数とする. Kを
(a, 2)-型トーラス結び目としGKをその結び目群とする. NDn,2;1を対角でない 2次線形表現
ρ : GK → SL2(Fpn)の SL2(Fpn)-共役類の個数とする. このとき ZND,2;1(GK, T )−2 は円分多

項式の積で表される. また関数等式 ZND,2;1(GK, T−1)2 = ZND,2;1(GK, T )2を満たす.

1.2 8の字結び目群のゼータ関数

以下Kを 8の字結び目とし, GKをその結び目群 π1(S3rK)とする. このときGKは次の群
表示をもつことはよく知られている:

GK = 〈α, β | R(α, β) := β−1α−1βαβ−1αβα−1β−1α = 1〉.

ふたつの生成元 α, βは共役であることに注意する. 実際 δ := α−1βαβ−1とすると β = δαδ−1

が成り立つ.
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以下 GK の 2次絶対既約表現 ρ : GK → SL2(Fqn)の GL2(Fqn)-共役類を統制する指標多様
体を計算する. 残念ながら今回得られたものは Z上の指標多様体ではなく, Z[

√
5]上の指標多

様体というべきものである. まず初めに 2次特殊線形群 SL2の元の関係式についての補題を

述べる.

Lemma 1.4 (Trace Identity, cf. [15], §2). Aを可換環とし, A,B, Cを SL2(A)の元とす
る. このとき以下の関係式が成り立つ:

1. Tr (A) = Tr (A−1).

2. Tr (AB) = Tr (A)Tr (B)− Tr (AB−1).

3. Tr (ABC) = Tr (A)Tr (BC) + Tr (B)Tr (CA) + Tr (C)Tr (AB)−Tr (A)Tr (B)Tr (C)−
Tr (ACB).

Whittemore は [15] において複素数体上の場合に 8の字結び目群の SL2(C)-表現の指標多
様体を (本質的に)計算した (cf. [6], Proposition 4.1). 以下のふたつの補題はその際重要な働
きをする. [15] においては複素数体上で証明されているが, 実際これらの補題は任意の可換環
及び代数閉体上で成立する.

Lemma 1.5 (cf. [15], Lemma 1). A を可換環とし, A,B を任意の SL2(A) の元とする
とき R = R(A,B) := B−1A−1BAB−1ABA−1B−1Aとおく. また x := Tr (A) = Tr (B),
z := Tr (AB)に対し f = f(x, z) := x2 − z − 2, g = g(x, z) := z2 − (1 + x2)z + 2x2 − 1とお
く. このとき次の関係式が成り立つ:

1. Tr (RB) = x.

2. Tr (R)− 2 = fg2.

3. Tr (RA−1)− x = x(2− z)fg.

Lemma 1.6 (cf. [15], Lemma 2). kを任意の標数の代数的閉体とし, A,B, Rを SL2(k)の
元とする. x := Tr (A) = Tr (B)とする. さらにTr (R) = 2かつTr (RA) = Tr (RB) = xとす

る. このとき Tr (AB) 6= 2, x2 − 2ならばRは単位行列である.

Lemma 1.7 (cf. [7], Lemma 2.5 or [3], Lemma 1.5.5). Gを２元生成な群, kを代数閉体
とし, ρ : G → SL2(k)を表現とする. ρが可約であるための必要十分条件はTr ([ρ(α), ρ(β)]) = 2
となることである. ここで [ρ(α), ρ(β)]は ρ(α)と ρ(β)の交換子である.

Rep2(GK)(k)をGKの SL2(k)への絶対既約表現の集合とする. このとき, Rep2(GK)(k)を
GL2(k)による共役作用でわった商集合 Rep2(GK)(k)/PGL2(k)は次のようにかくことがで
きる:

Proposition 1.8. 既約表現 ρ : GK → SL2(k)に対し (Tr ρ(α),Tr ρ(αβ))を対応させる写像
はRep2(GK)(k)/PGL2(k)と集合

E′(k) :=
{
(x, z) ∈ k2 | z2 − (1 + x2)z + 2x2 − 1 = 0

}
r

{
(±
√

5, 3)
}

の間の全単射を定める.
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Proof. ρ : GK → SL2(k) を任意にとるとき, A := ρ(α), B := ρ(αβ), x := Tr (A) かつ
z := Tr (B)とおく. C(x, z) := Tr (B−1A−1BA) = 2x2 + z2 − x2z − 2とすると, Lemma 1.7
より ρが可約であることと z = x2 − 2または z = 2であることは同値である. よって

{ρ : GK → SL2(k) : 既約 } / ∼ =
{
ρ : GK → SL2(k) : z 6= x2 − 2, 2

}
/ ∼

である. したがって Lemma 1.5 (2)により, 既約表現 ρ : GK → SL2(k)に (Tr (α),Tr (αβ))を
対応させることで写像

{
ρ : GK → SL2(k) : z 6= x2 − 2, 2

}
/ ∼ −→ E′(k)

が得られる. 以下この写像が全単射になることをみる. まず単射であることは, 既約表現の同
型類が指標によって決まることから分かる (cf. [9], Theorem 6.12). 次に全射性をみる. 任意
の点 (x, z) ∈ E′(k)に対し以下のような SL2(k)の元を考える:

A =

(
a z − x2 + 2
0 a−1

)
, B =

(
a 0
1 a−1

)
.

ここで aは a + a−1 = xを満たすような kの元である. このとき Lemma 1.5 (2), (3)より
Tr (A) = Tr (B) = x, Tr (AB) = z, Tr (R(A,B)) = 2かつ Tr (R(A,B)A) = xが成り立

つ. よって Lemma 1.6により α, β を各々A, B にうつす表現 ρ : GK → SL2(k)が定義でき,
Lemma 1.7より既約であることが分かる.

代数閉体 kとして Fpをとる. このとき Proposition 1.8における写像はGal (Fp/Fp)作用を
こめて同型となる. また

(
Rep2(GK)(Fp)/PGL2(Fp)

)Gal (Fp/Fpn ) ' Rep2(GK)(Fpn)/PGL2(Fpn)

であることから次が得られる:

Corollary 1.9. kを有限体とする. このときRep2(GK)(k)/PGL2(k)と

E′(k) =
{
(x, z) ∈ k2 | z2 − (1 + x2)z + 2x2 − 1 = 0

}
r

{
(±
√

5, 3)
}

の間に全単射がある.

Lemma 1.10. 代数曲線
X2 − (1 + Y 2)X + 2Y 2 − 1 = 0 (1)

は有理数体 Q 上の楕円曲線である. その極小 Weierstrass 方程式はE : Y 2 = X3− 2X + 1で
与えられる. またEの conductor N(E)は 40 = 235である.

Corollary 1.9と Lemma 1.10により次が得られる.

Proposition 1.11. Kを 8の字結び目, GK = π1(S3 r K)をその結び目群とする. pを素数,
q = pr とする. このとき Weil 型ゼータ関数 ZA;r(GK, T ) := ZA,2;r(GK, T )は以下のように表
される:

ZA;r(GK, T ) =





ZEp;r(T )(1− T )2, p = 2, 5,

ZEp;r(T )(1− T )3, p 6= 2, 5,

(
5
p

)
= 1 かつ r ≥ 1,

ZEp;r(T )(1− T )3, p 6= 2, 5,

(
5
p

)
= −1 かつ 2 | r,

ZEp;r(T )(1− T )(1− T 2), p 6= 2, 5,

(
5
p

)
= −1 かつ 2 - r.
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ここでEは有理数体Q上の楕円曲線

E : Y 2 = X3 − 2X + 1,

ZEp;r(T )はEの mod p reduction Epの合同ゼータ関数

ZEp;r(T ) := exp

( ∞∑

n=1

]Ep(Fqn)
n

Tn

)
,

(
5
p

)
はルジャンドル記号である.

2 8の字結び目群の SL2-絶対既約表現から定まる Hasse-Weil ゼー

タ関数

Proposition 1.11を用いて 8の字結び目群のSL2-絶対既約表現から定まるQ(
√

5)上のHasse-
Weil ゼータ関数を計算する. 任意の有限次代数体上の Hasse-Weil ゼータ関数を定義すること
は可能であるが (有理数体 Qなど), それらは一般には複素数体 C上へ解析接続出来ない. 以
下でQ(

√
5)上の Hasse-Weil ゼータ関数が C上へ解析接続することを示す. Q(

√
5)は 8の字

結び目にとって意味のある体である. すなわち 8の字結び目の Alexander 多項式の根を添加
した体になっている. 後にみるように, Q(

√
5)上の Hasse-Weil ゼータ関数は数論的に面白い

性質を持つばかりでなく, 8の字結び目の結び目としての性質を反映していることが期待され
るものになっている.

Hasse-Weil ゼータ関数 ζA(s)を次で定義する:

ζA(s) :=
∏

p

ZA;rp(GK, p−rps).

ここで pはQ(
√

5)の整数環 Z[ϕ], ϕ := (1 +
√

5)/2 の 0でない素イデアルを走る. また rpは

剰余体 Z[ϕ]/pの Fp（pは pの下にある素数)上の拡大次数を表す. また Hasse-Weil ゼータ関
数 ζA(s)の完備化 ξA(s)を次で定義する:

ξA(s) :=
(4π)2(1− 2−2s)(1− 5−s)√

5(23
√

5)s
× ζQ(

√
5)(s)

3ζA(s).

ここで ζQ(
√

5)(s)はQ(
√

5)の Dedekind ゼータ関数を表す. このとき次の結果が得られる:

Theorem 2.1. 関数 ζA(s)及びその完備化 ξA(s)は C上の有理型関数に解析接続される. ま
た ξA(s)は次の関数等式を満たす:

ξA(2− s) = ξA(s).

さらに関数 ξA(s)は s = 1で 0でなく, その値は以下のようになる:

ξA(1) = −(log(ϕ2)AGM(ϕ,ϕ− 1))2

5
.

ここで ϕ = (
√

5 + 1)/2, AGM(ϕ,ϕ− 1)は ϕと ϕ− 1の算術幾何平均を表す.
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Remark 2.2. ここで ξA(s)の s = 1での値と他の結び目不変量との関係について述べる. 8
の字結び目Kの Alexander 多項式∆K(T )は∆K(T ) = T 2− 3T +1で与えられる. ξA(1)に現
れる ϕ, ϕ− 1は Alexander 多項式の根の平方根になっていることが分かる. また Alexander
多項式の根をQに添加した体がQ(

√
5) である.

Remark 2.3. ξA(1)に現れる値 log(ϕ2)についても以下のように 8の字結び目のホモロジー
群との関係が知られている:

log(ϕ2) = log m(∆K(T ))

= lim
n→∞

log(#H1(Mn,Z))
n

.

ここでm(∆K(T ))は Alexander 多項式∆K(T )の Mahler 測度である, すなわち

m(∆K(T )) := exp
(∫ 1

0
log |∆K(e2π

√−1t)|dt

)

である. また Mnは 8の字結び目上分岐する n次の S3の巡回被覆を表す. このことは九州大
学の森下先生に教えていただいた.

2.1 楕円曲線E/Q(
√

5)の L-series

以下では Theorem 2.1の証明について述べる. 証明における鍵は楕円曲線 E/Q(
√

5)の L-
series の性質を調べることである. そこでまず楕円曲線 E/Q(

√
5)の L-series の性質について

まとめておく. 先にみたように楕円曲線 E : Y 2 = X3 − 2X + 1の conductor は 40である.
よってEは 2, 5で bad reduction をもつ. p = 2, 5でのEの reduction Epの合同ゼータ関数

ZEp;r(T )は以下のように計算される.

Lemma 2.4. EをQ上の楕円曲線 Y 2 = X3 − 2X + 1とする. Eの bad reduction E2, E5

の合同ゼータ関数は以下のようになる:

ZE2;r(T ) =
1

(1− T )(1− 2rT )
,

ZE5;r(T ) =
1

1− 5rT
.

二次体Q(
√

5)における素数の分解の様子は以下のようになる: 5はQ(
√

5)で分岐する唯一
の素数である. 2はQ(

√
5)で不分岐であり, Q(

√
5)において分解しない. p 6= 2, 5を素数とす

るとき, pがQ(
√

5)で完全分解するための必要十分条件は
(

5
p

)
= 1である. したがって楕円

曲線E/Q(
√

5)の L-series は次のようになる (cf. [12] or [13]):

LE/Q(
√

5)(s) :=
∏

p

Lp(q−s
p )−1.

ここで pが素数 pの上にあるQ(
√

5)の整数環 Z[ϕ]の 0でない素イデアルのとき, pにおける

剰余体の位数を qp = prp とする. また Lp(T )は次で定義する:

L2(T ) := 1, L(
√

5)(T ) := 1− T.
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また pを p 6= 2, 5の上にあるQ(
√

5)の素イデアルとするとき,

Lp(T ) :=





ZEp;1(T )(1− T )(1− pT ),
(

5
p

)
= 1,

ZEp;2(T )(1− T )(1− p2T ),
(

5
p

)
= −1.

ResQ/Q(
√

5)EをE/Q(
√

5)のQへのWeil restrictionとすると,これはE×E5とQ上 isogenous
である. ここでE5はQ上の楕円曲線

E5 : 5Y 2 = X3 − 2X + 1.

[8], Proposition 3より

LE/Q(
√

5)(s) = L(ResQ/Q(
√

5)E)/Q(s) = L(E×E5)/Q(s) = LE/Q(s)LE5/Q(s)

が成り立つ (LE/Q(s), LE5/Q(s)は各々楕円曲線E/Q, E5/Q の L-series). 従ってLE/Q(
√

5)(s)
を完備 L-series とすれば

LE/Q(
√

5)(s) = LE/Q(s)LE5/Q(s)

である. Modularity Theorem により Q上の楕円曲線の L-series LE/Q(s), LE5/Q(s)は C上
有理型に解析接続される. よって LE/Q(

√
5)(s)も C上有理型である. Cremona の database

より ([2]), 楕円曲線 E, E5 の Mordell-Weil rank は 0であることが分かる. よって関数等式
LE/Q(

√
5)(2− s) = LE/Q(

√
5)(s)が得られる.

2.2 Theorem 2.1の証明

最後に前節の楕円曲線の L-series の性質からTheorem 2.1が得られることについて述べる.
まず Hasse-Weil ゼータ関数 ζA(s)は楕円曲線E/Q(

√
5)の L-series を用いて以下のように書

ける:

ζA(s) =
∏

p

ZA,rp(GK, q−s
p )

=
(s− 1)2ξQ(

√
5)(s)ξQ(

√
5)(s− 1)

LE/Q(
√

5)(s)
×

√
5(23

√
5)s

(4π)2ζQ(
√

5)(s)
3(1− 2−2s)(1− 5−s)

.

したがって完備 Hasse-Weil ゼータ関数は次のようになる.

ξA(s) :=
(4π)2ζQ(

√
5)(s)

3(1− 2−2s)(1− 5−s)
√

5(23
√

5)s
× ζA(s) =

(s− 1)2ξQ(
√

5)(s)ξQ(
√

5)(s− 1)

LE/Q(
√

5)(s)
.

これより ζA(s), ξA(s)は C上有理型に解析接続し, 関数等式 ξA(2− s) = ξA(s)を満たすこと
が分かる. 楕円曲線 E, E5は rank が 0であることより LE/Q(

√
5)(1) = LE/Q(1)LE5/Q(1) 6= 0

である. また

lim
s→1

(s− 1)ζQ(
√

5)(s) =
log(ϕ2)√

5

より

lim
s→1

(s− 1)ξQ(
√

5)(s) = − lim
s→1

(s− 1)ξQ(
√

5)(s− 1) = log(ϕ2),
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ϕ := (1 +
√

5)/2 が分かる. 楕円曲線の L-series についても, rank 0であることからEおよび

E5の real periods Ω(E), Ω(E5)を用いて

LE/Q(1) =
1
4
Ω(E), LE5/Q(1) =

1
2
Ω(E5)

と書ける. Ω(E), Ω(E5)については, [1], Algorithm 7.4.7を用いると

Ω(E) =
2π

AGM(ϕ,ϕ− 1)
, Ω(E5) =

2π√
5AGM(ϕ,ϕ− 1)

となる. したがって

lim
s→1

ξA(s) = lim
s→1

(s− 1)2ξQ(
√

5)(s)ξQ(
√

5)(s− 1)

LE/Q(
√

5)(s)

= − (log(ϕ2))2

LE/Q(
√

5)(1)

= −(log(ϕ2)AGM(ϕ,ϕ− 1))2

5
.
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