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1 序

本稿の目的はマーラー測度の一般化の一つであるゼータマーラー測度を新たに導入し, ゼー
タマーラー測度を超幾何関数および一般超幾何関数で表す例をいくつか報告することである.
最初に, 本研究の動機を述べるためにマーラー測度について復習する.

定義 (マーラー測度). 多変数ローラン多項式 f(X1, . . . , Xr) ∈ C[X±1
1 , . . . , X±1

r ] \ {0} に対し,
マーラー測度m(f)を次で定義する:1

m(f) :=
∫ 1

0
· · ·

∫ 1

0
log |f(e2πit1 , . . . , e2πitr)|dtr · · · dt1.

(多変数多項式に対する)マーラー測度は, 超越数論における多項式の height, lengthの評価
のためにMahler [M]により導入された.2 マーラー測度は数論のみならず, 力学系, トポロジー
など様々な分野に現れる量である. 本稿に関連することとして次の問題を考える:

問題. 与えられたローラン多項式 f に対し, m(f)を適当な関数の特殊値を用いて表示せよ.

まず, f が一変数多項式のときはこの問題に対して一般的な解答を与えることができる. 即
ち, 多項式 f(X) ∈ C[X] \ {0}が

f(X) = a

n∏

j=1

(X − αj)

と因数分解されたとき,3 関数論でよく知られた Jensenの公式から

m(f) = log |a|+
n∑

j=1

log+ |αj | (1)

が従う. ここで, log+ x := max{log x, 0}である. また, f(X) ∈ C[X±1] \ {0}, k ∈ Zに対し
m(Xkf) = m(f)が成り立つことに注意すると, f が一変数ローラン多項式のときもマーラー

測度は式 (1)と類似の表示式を持つことが分かる.
しかしながら, f が多変数ローラン多項式のときは一変数の場合とは異なり, 問題に対する

一般的な答えは知られていない. その代わりに, 具体的に与えられた多項式に対するマーラー
測度が種々の関数を用いて計算されている. 下の例はその一部である:

1本来は m(f)を対数的マーラー測度, M(f) := exp(m(f))をマーラー測度と呼ぶ. 本稿では主に m(f)を扱
うため, m(f)を単にマーラー測度と言うことにする.

2一変数多項式に対するマーラー測度は, Mahler とは異なる動機から, 式 (1) の形で Mahler 以前に Lehmer
[Leh] により考察されている.

3マーラー測度を扱うとき, 不定元と固定された定数を区別する必要がある. 本稿では, 不定元を大文字で, 固定
された定数を小文字で表すことにする.
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例 1.1. (1) [S]

m(X + Y + 1) =
3
√

3
4π

L(2, χ−3) = L′(−1, χ−3).

ここで, χ−3は導手 3のディリクレ指標, L(·, χ−3)は χ−3に付随するディリクレL関数である.
(2) [S]

m(X + Y + Z + 1) =
7

2π2
ζ(3) = −14ζ ′(−2).

ここで, ζ(·)はリーマンゼータ関数である.
(3) r ∈ Z≥1と実数 c ≥ rに対し,4

m(X1 + · · ·+ Xr + c) = log c.

(4) [B, D] (予想)5

m(X + X−1 + Y + Y −1 + 1) ?=
15
4π2

L(2, E) = L′(0, E).

ここで, EはX + X−1 + Y + Y −1 + 1 = 0の射影閉包により定義される楕円曲線, L(·, E)は
Eに付随する L関数である.
(5) [RV] c > 4に対し,

m(X + X−1 + Y + Y −1 + c) = log c− 2
c2 4F3

(
3
2

3
2 1 1

2 2 2
;
16
c2

)
.

ここで,

pFq

(
a1 · · · ap

b1 · · · bq
; z

)
:=

∞∑

n=0

(a1)n · · · (ap)n

(b1)n · · · (bq)n

zn

n!

は一般超幾何関数, (a)n := Γ(a + n)/Γ(a) は Pochhammer記号である.

上で述べたような多変数多項式に対するマーラー測度の計算は Smyth [S]により始まった.
その後, Deninger [D]の数論幾何による研究, Boyd [B]の数値的な考察などがなされている.
また, [La, Oy, V]など, 具体的に与えられた多項式に対するマーラー測度の計算も多数行われ
ている.
上の例のように, 多変数ローラン多項式に対するマーラー測度にはゼータ関数, L関数の特

殊値が現れたり, 初等関数のみで表示されたりとさまざまな関数が現れる. 本稿では, マーラー
測度と特殊関数の関係をより広い視野から捕らえる試みの一つとして, マーラー測度の一般化
であるゼータマーラー測度を新たに導入する. また, いくつかの具体的なローラン多項式に対
するゼータマーラー測度と特殊関数の関係についての結果を紹介する.

2 ゼータマーラー測度とその基本性質

定義 (ゼータマーラー測度). f(X1, . . . , Xr) ∈ C[X±1
1 , . . . , X±1

r ]\{0} に対し, ゼータマーラー
測度 Z(s, f)(sは複素パラメータ)を以下で定義する:

Z(s, f) :=
∫ 1

0
· · ·

∫ 1

0
|f(e2πit1 , . . . , e2πitr)|sdtr · · · dt1. (2)

4式 (1)を繰り返し使うことで容易に示される.
5Deninger [D] は Beilinson 予想の仮定の下,

?
= の両辺の比が 0 でない有理数になることを示した. Boyd

[B] は, 数値的な考察により比が 1 になることを予想した. また, Rodriguez-Villegas [RV, §15] は, f(X, Y ) =
X + X−1 + Y + Y −1 + c(c2 ∈ Z>0) のマーラー測度と曲線 f(X, Y ) = 0に付随する L関数の適当な微分値が無
条件に一致する cの例をいくつか挙げている.
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ローラン多項式 f が r次元単位トーラス Tr := {(z1, . . . , zr) ∈ Cr : |z1| = · · · = |zr| = 1}上
で 0を取らないとき, 積分 (2)は s ∈ C上広義一様絶対収束し, Z(s, f)は整関数となる. 一方,
f が Tr 上で 0を取るときは, 積分 (2)は特異積分となる. この場合, |f |が小さい値を取る Tr

の部分集合を解析することで, δ = δ(f) > 0が存在して積分 (2)は Re(s) > −δ上広義一様絶

対収束し, Re(s) > −δで Z(s, f)が正則であることが分かる. そして, f が Tr上で 0を取ると
き, 取らないときいずれの場合にも

dZ

ds
(0, f) = m(f) (3)

が成立し, ゼータマーラー測度はマーラー測度の一般化と言うことができる.
ゼータマーラー測度はいくつかのマーラー測度の性質を保つ. その性質を述べるために記号

を準備する. f(X1, . . . , Xr) ∈ C[X±1
1 , . . . , X±1

r ]が

f(X) =
∑

n=(n1,...,nr)∈Zr

c(n)Xn

と表されていたとする. ここで, X = (X1, . . . , Xr)であり, n = (n1, . . . , nr) ∈ Zrに対しXn :=
Xn1

1 · · ·Xnr
r である. このとき, A ∈ Mr(Z)∩GLr(Q)に対し, f (A)(X) ∈ C[X±1

1 , . . . , X±1
r ]を

次で定義する:
f (A)(X) :=

∑

n=(n1,...,nr)∈Zr

c(n)XnA.

ここで, nAは通常の行列の積である. また, σ0(f)を

σ0(f) := inf{σ ∈ R :
∫ 1

0
· · ·

∫ 1

0
|f(e2πit1 , . . . , e2πitr)|σdtr · · · dt1 < ∞} ∈ R ∪ {−∞}

で定義する. このとき, 本節冒頭で述べたことから, 任意の f ∈ C[X±1
1 , . . . , X±1

r ] \ {0}に対し
σ0(f) < 0 が成立する. 以上の記号の下, ゼータマーラー測度は次の性質を持つ:

命題 2.1. f(X1, . . . , Xr) ∈ C[X±1
1 , . . . , X±1

r ] \ {0} とする. このとき,
(1) 任意の a ∈ C×とRe(s) > σ0(f)に対して,

Z(s, af) = |a|sZ(s, f).

(2) 任意の k ∈ Z≥1とRe(s) > σ0(f)/k に対して,

Z(s, fk) = Z(ks, f).

(3) 任意のA ∈ Mr(Z) ∩GLr(Q)とRe(s) > max{σ0(f), σ0(f (A))}に対して,

Z(s, f (A)) = Z(s, f).

注 2.2. 上で述べた性質は, それぞれマーラー測度のm(af) = log |a|+m(f), m(fk) = km(f),
m(f (A)) = m(f)に対応する性質である. また, マーラー測度の性質に対応するゼータマーラー
測度の性質が存在しないものもある. 例えば, マーラー測度の被積分関数の形から従う性質
m(fg) = m(f) + m(g)に対応するゼータマーラー測度の性質は一般には存在しない. (なお,
f = gのときは命題 2.1(2)が対応する性質である.)
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本節の最後に, ゼータマーラー測度と関連するマーラー測度の類似物を簡単に紹介する. 本
研究によるゼータマーラー測度の研究と同時期に, 黒川–Laĺın–落合 [KLO]により, k ∈ Z≥0と

f(X1, . . . , Xr) ∈ C[X±1
1 , . . . , X±1

r ] \ {0} に対し

mk(f) :=
∫ 1

0
· · ·

∫ 1

0
(log |f(e2πit1 , . . . , e2πitr)|)kdtr · · · dt1

で定義される高次マーラー測度が導入されている. [KLO]でも注意されているとおり, ゼータ
マーラー測度と高次マーラー測度の間には,

Z(s, f) =
∞∑

k=0

mk(f)
k!

sk (4)

なる関係式が成立する. いくつかの具体的なローラン多項式に対しこの関係が何に相当してい
るのかについては次節で言及する.

3 主結果

一変数ローラン多項式 X − a(a ∈ C), X + X−1 + c(c ≥ 0)および二変数ローラン多項式
X + X−1 + Y + Y −1 + c(c > 4)のゼータマーラー測度が, ガウスの超幾何関数および一般超
幾何関数を用いて表示できることを示した (定理 3.1, 定理 3.4, 定理 3.6).

定理 3.1. a ∈ Cとする. このとき,
(1) |a| > 1のとき, s ∈ Cに対して

Z(s,X − a) = |a|sF
(
−s

2
,−s

2
; 1; |a|−2

)
.

ここで, F = 2F1はガウスの超幾何関数である.
(2) |a| = 1のとき, Re(s) > −1に対して

Z(s,X − a) = 2sπ−1/2 Γ( s+1
2 )

Γ( s
2 + 1)

.

(3) |a| < 1のとき, s ∈ Cに対して

Z(s,X − a) = F
(
−s

2
,−s

2
; 1; |a|2

)
.

注 3.2. この結果は, 式 (1)の特殊な場合である

m(X − a) = log+ |a| (5)

に対応する結果である. 定理 3.1よりこの式を再証明することができる. 例えば, |a| < 1のと
き, 定理 3.1(3)より,

Z(s,X − a) =
∞∑

n=0

(−s/2)2n
(n!)2

|a|2n

= 1 +
s2

4

∞∑

n=1

(− s
2 + 1)2n−1

(n!)2
|a|2n

= 1 + (s2次以上の項) (6)
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と s = 0 のまわりでテイラー展開できる. s の係数は 0 だから, 式 (3) より m(X − a) =
dZ
ds (0, X − a) = 0が従う. |a| ≥ 1の場合も, 定理 3.1から dZ

ds (0, X − a)を計算することで式
(5)を再証明することができる.

注 3.3. 黒川–Laĺın–落合 [KLO]は, 反復積分を用いる方法, 定理 3.1(2)を用いる方法それぞれ
から高次マーラー測度mk(X − 1)の計算を行っている. 彼らは

m2(X − 1) =
π2

12
, m3(X − 1) = −3ζ(3)

2
,

m4(X − 1) =
19
240

π4, m5(X − 1) = −15ζ(2)ζ(3) + 45ζ(5)
2

などを得た. また, 一般的には, k ∈ Z≥2 に対し mk(X − 1) ∈ 〈ζ(b1) · · · ζ(bh)|h ≥ 1, bj ∈
Z≥2, b1 + · · ·+ bh = k〉Q が成り立つことを示した.
定理 3.1および多重ポリログ関数の適当な和が作る母関数に関する大野–Zagier [OZ]の結果

から, |a| 6= 1の場合についてもmk(X − a)を多重ポリログ関数を用いて表示することが可能
である. これを説明するため, まず, 大野–Zagierの結果 (の帰結)を簡単に述べる. [OZ, p.485]
より, |t| < 1と |α| ¿ 1に対し次が従う:

F (α, α; 1; t) = 1 + α2
∑

n,s∈Z≥0

n≥s

2n−s




∑

(ε1,...,εn)∈{1,2}n

#{i:εi=2}=s

L(ε1,...,εn,2)(t)


 αn+s. (7)

ここで, L(b1,...,bh)(t)は次の級数により定義される多重ポリログ関数である:

L(b1,...,bh)(t) :=
∑

0<n1<···<nh

tnh

nb1
1 · · ·nbh

h

.

例えば k ∈ Z≥2, |a| < 1のとき, 定理 3.1(3), 式 (4), 式 (7)より,

mk(X − a) = (−1)kk!
∑

k
2
−1≤n≤k−2

1
22(k−n−1)

∑

(ε1,...,εn)∈{1,2}n

#{i:εi=2}=k−n−2

L(ε1,...,εn,2)(|a|2)

∈ 〈L(ε1,...,εn,2)(|a|2)|n ∈ Z≥1, εj ∈ {1, 2}, ε1 + · · ·+ εn + 2 = k〉Q

を得る. 上では多重ポリログ関数と超幾何関数の間の関係式 (7)からmk(X − a)の表示式を
導いたが, f(X) = X − aの場合, 式 (4)は式 (7)に対応していると見ることもできる.

定理 3.4. c ≥ 0とする. このとき,
(1) c > 2のとき, s ∈ Cに対して

Z(s,X + X−1 + c) = |αc|sF (−s,−s; 1; |βc|2).

ここで, αc(< −1) < βc(< 0)はX + X−1 + c = 0の根である.
(2) Re(s) > −1/2に対して

Z(s,X + X−1 + 2) = 4sπ−1/2 Γ(s + 1
2)

Γ(s + 1)
.
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(3) 0 ≤ c < 2のとき, Re(s) > −1に対して

Z(s,X + X−1 + c) =
1

2π1/2

Γ(s + 1)
Γ(s + 3

2)

(
(2− c)s+ 1

2 F

(
1
2
,
1
2
; s +

3
2
;
2− c

4

)

+ (2 + c)s+ 1
2 F

(
1
2
,
1
2
; s +

3
2
;
2 + c

4

))
.

注 3.5. 定理 3.4は

m(X + X−1 + c) = m(X2 + cX + 1) =





log |αc| c ≥ 2のとき,

0 0 ≤ c < 2のとき
(8)

に対応する表示式である. c ≥ 2のときは, 注 3.2と同様, 定理 3.4(1), (2)から式 (8)を再現で
きる. また, c ≥ 2のときは注 3.3と同様に, 式 (7)から高次マーラー測度をリーマンゼータ関
数, 多重ポリログ関数を用いて表示することができる. しかしながら, 定理 3.4(3)では超幾何
関数を級数表示したときにパラメータ sが分母に現れるため, s = 0におけるテイラー展開の
計算が他の場合と比べて困難になる. そのため, 0 ≤ c < 2の場合, 定理 3.4から式 (8)を再
証明することは現在のところできていない. 参考までに, 0 ≤ c < 2のとき, 定理 3.4(3)から
m(X + X−1 + c) = dZ

ds (0, X + X−1 + c) を可能な限り計算・整理した式に式 (8)を適用して
得られる等式を以下に記しておく:6

(2 + c)1/2
∑

m,n∈Z
0≤m≤n

(1
2)n

n!(n + 1
2)(m + 1

2)

(
2 + c

4

)n

+ (2− c)1/2
∑

m,n∈Z
0≤m≤n

(1
2)n

n!(n + 1
2)(m + 1

2)

(
2− c

4

)n

= 4π log 2 + 4 arcsin
(√

2 + c

2

)
log(2 + c) + 4 arcsin

(√
2− c

2

)
log(2− c).

なお, 定理 3.4の cに関する場合分けは, X + X−1 + c = 0の単位トーラス T1上の根の個数

に関係している. 即ち, c ≥ 0のとき,

c > 2 ⇐⇒ X + X−1 + c = 0は T1上に根を持たない,

c = 2 ⇐⇒ X + X−1 + c = 0は T1上に重根を一つ持つ,

0 ≤ c < 2 ⇐⇒ X + X−1 + c = 0は T1上に異なる二つの根を持つ

が成立する.

定理 3.6. c > 4のとき, s ∈ Cに対して次が成り立つ:

Z(s,X + X−1 + Y + Y −1 + c) = cs
3F2

(
1
2
,−s

2
,
−s + 1

2
; 1, 1;

16
c2

)
.

6逆に, この等式を定理 3.4(3)および式 (8)を経由しないで示すことができれば, 定理 3.4(3)から式 (8)を再現
できたことになる.
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注 3.7. 定理 3.6は例 1.1(5)に対応する式であり, 注 3.2と同様にして, 定理 3.6から例 1.1(5)
を再証明することができる. また, c > 4の場合, X + X−1 + Y + Y −1 + c = 0は T2上に根を

持たない. 一方, 0 ≤ c ≤ 4の場合, X + X−1 + Y + Y −1 + c = 0は T2上に根を持つ. そのた
め, 0 ≤ c ≤ 4の場合, 定理 3.6ほど簡明な式は得られていない. 現在のところ, c ≥ 0に対し成
り立つ式として, 次の超幾何関数の積分による表示式を得ている:

Z(s,X + X−1 + Y + Y −1 + c) =
22s

π

∫ 2

0

∣∣∣∣t +
c− 4

4

∣∣∣∣
s

F

(
1
2
,
1
2
; 1; t(2− t)

)
dt. (9)

例 1.1(4)を考えると, c = 1の場合が重要であるが, 式 (9)から例 1.1(4)に直接関係すること
は今のところ得られていない. ただ, 式 (9)より

lim
s↓−1

Z(s,X + X−1 + Y + Y −1 + 1) = +∞

を示すことができ, sの関数としてはZ(s,X +X−1 +Y +Y −1 +1)とL(s,E)(EはX +X−1 +
Y + Y −1 + 1 = 0の射影閉包で定義される楕円曲線)は異なることが分かる.

注 3.8. 筆者 [A]は式 (9)を経由して定理 3.6の証明を行った. [RV]による例 1.1(5)の証明法
を用いる別手法により, 黒川–Laĺın–落合 [KLO]も独立に定理 3.6を得ている.

定理 3.1, 定理 3.4, 定理 3.6はいずれも古典的な超幾何関数の理論 (超幾何関数の積分表示,
変換公式など; 例えば [Lev, Chapter 9]で述べられている程度のこと) を用いることにより証
明される. 詳細は [A]をご覧いただきたい.
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