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1 Introduction

この原稿ではManin による最近の論文「Iterated integrals of modular forms and noncom-
mutative modular symbols [1]」, 「Iterated Shimura integrals [2]」の内容を部分的ながら紹
介したい.

Maninは両論文の中で楕円カスプ形式の周期積分を反復積分化してその性質を調べている.
SL2(Z) の合同部分群 Γ に関する重さ k の楕円カスプ形式を f(z) とするとき, f のMellin
変換

∫ 0

i∞
f(z)zs−1dz

は, f と その保型 L-関数 L(f, s) とを関係付け, L-関数の性質 (例えば解析接続や関数等式)
を与える有効な方法であるし, s = 1, . . . , k − 1 での値は L-関数の臨界点での特殊値を記述す
る大切な量である. ここで積分路は, カスプ i∞, 0 を結ぶ上半平面H の測地線である (積分の
収束のために無難に測地線を選んでいる). これを次のように反復積分の形に一般化した ‘反復
Mellin変換’ が考察されている. まず, fi, (i = 1, . . . , n) をそれぞれ重さ ki の Γ に関するカス
プ形式とし, カスプ a, b ∈ P1(Q) を繋ぐ測地線の途中に, 中間点 z1, z2, . . . , zn を設け, 反復
積分

∫ b

a
f1(z1)zs1−1

1 dz1

∫ z1

a
f2(z2)zs2−1

2 dz2 · · ·
∫ zn−1

a
fn(zn)zsn−1

n dzn

を考える. この積分は f1, . . . , fn の順序には依るが, 中間点の取り方には依らずに定まる.
少し単純化して次の設定を考えよう. 任意のリーマン面の単連結開集合 U 上の正則 1-微分

形式の組 ωV = (ωv), (v ∈ V , V は有限集合) と a, b ∈ U を固定する. その組から適当に微分
形式を選んで反復積分

Ib
a(ωv1 , . . . , ωvn) =

∫ b

a
ωv1(z1)

∫ z1

a
ωv2(z2) · · ·

∫ zn−1

a
ωvn(zn), (vi ∈ V )

を考える. この積分は選んだ微分形式の組 (ωv1 , . . . , ωvn) に依るが, 全ての組合わせを考え (n
も動く) 次の様に母関数化する.

Jb
a(ωV ) = 1 +

∑

n≥1

∑

(v1,...,vn)∈V n

Ib
a(ωv1 , . . . , ωvn)Av1 · · ·Avn ∈ C〈〈AV 〉〉.

但し, C〈〈AV 〉〉 は, AV = {Av | v ∈ V } を変数とする非可換巾級数環である. 当論文を一読す
ると, 単独の反復積分を見るだけでは得られない性質が, この母関数の言葉でこそ美しく記述
されることが分かる.
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論文では, このRiemann面上の微分形式の反復積分とその母関数の持つ一般的性質を調べ,
その特別な形として, 保型形式の組の反復Mellin変換やその特殊値の様々な性質を調べてい
る. 内容を (大雑把に)箇条書きすると,
(i) 正則微分の反復積分の母関数 (上記)が満たす一般的な基本性質 (group-like性, 積分路の結
合性, 変数変換)
(ii) カスプ形式の反復Mellin変換の母関数の関数等式
(iii) 反復Mellin変換に対応する L-関数 (多重Dirichlet級数) の特殊値とそのシャッフル積
(iv) カスプ形式の反復積分の母関数の群コホモロジー的解釈, 古典的なカスプ形式の周期理論
との類似

(v) ある反復積分の母関数へのHecke作用
(vi) 第 3種微分形式の反復積分と associatorの一般化
この原稿では, 主に (i)-(iv)の内容を紹介したいと思う. (全部の内容を書けなくてすみません).

Manin のこの研究は, 近年の多重ポリログや多重ゼータ値の研究, 及び Drinfel’d による
quasi-Hopf代数の理論の中に現れる KZ方程式のモノドロミーの研究などに触発されたもの
である. 多重ポリログ関数は, 正整数 ∀ni に対し次の級数あるいは反復積分で定義される (c.f.
[8],[20]):

Li(n1,...,nr)(z) :=
∑

0<m1<m2<···<mr

zmr

mn1
1 mn2

2 · · ·mnr
r

=
∫ z

0
ω1(z1)

∫ z1

0
ω2(z2) · · ·

∫ zn−1

0
ωn(zn).

但し, n =
∑r

i=1 ni で, ωi(z) は i = nj + · · ·+ nr (j = 1, . . . , r) に対しては dz/(1− z) それ
以外は dz/z である. 級数, 積分ともに単位円内 |z| < 1 で収束し解析関数を定める. (積分表
示から P1 \ {0, 1,∞} への (多価)解析接続もできる) 更に nr > 1 の場合は z = 1 での極限
が存在し極限値は多重ゼータ値と呼ばれる. 多重ポリログ (ゼータ)の非可換母関数は, 時代を
少し遡って, Drinfel’dの一連の量子群の研究の中に登場していた. Drinfel’dの考察した形式
的KZ方程式とは非可換巾級数環 C〈〈A0, A1〉〉 値関数 G(z) の満たす次の微分方程式である:

d

dz
G(z) =

(
A0

z
+

A1

z − 1

)
G(z).

この方程式は 0, 1,∞ に確定特異点があり z = 0, 1 の周りの基本解が本質的に多重ポリログ
の母関数であり, その接続係数 (Drinfel’d associator と呼ばれている)は, 多重ゼータ値の母関
数になっている. Drinfel’dはこの基本解や associatorの性質を微分方程式の持つ幾何的性質
を用いて深く研究したのである (c.f.[7],[10],[4]).
この原型を元に, Maninは, P1 \ {0, 1,∞} の設定を上半平面 H ∪ {cusps} の設定へと推し

進めていると見なせる.

2 Iterated integrals of holomorphic 1-forms

この節では, 一般的にリーマン面上の正則微分形式の反復積分を考え, その母関数 (非可換
巾級数)の満たす基本性質を述べる. この節の事実は基本的で重要なものである.

X を任意のリーマン面 (compactでなくてもいい), U をその開集合とする. OX , Ω1
X でそ

れぞれX 上の正則関数と正則 1-微分形式の層を表し, OX(U), Ω1
X(U) でそれぞれ U 上の正

則関数のなす環, 正則 1-形式のなす OX(U)- 加群を表すとする. 更に V を有限集合 (添え字
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の集合)とし, 不定元 Av, v ∈ V が C 上生成する非可換巾級数環をC〈〈AV 〉〉 と表すことにす
る. 関数 f : U → C〈〈AV 〉〉 を与えることは,

f(z) =
∑

n≥0

∑

(v1,...,vn)∈V n

fv1,v2,...,vn(z)Av1 · · ·Avn

(n = 0 の項は巾級数の定数項と思う)と表わせることから, (非可換の)単項式 Av1Av2 · · ·Avn

の係数に当たる C-値関数の族 fv1,v2,...,vn ∈ OX(U) を与えることと同値である. 各 fv1,v2,...,vn

が U 上正則のとき f は U 上正則であるとし, その全体を OX(U)〈〈AV 〉〉 と表す. 同様に,
C〈〈AV 〉〉-値の U 上の正則 1-形式

∑

n≥0

∑

(v1,...,vn)∈V n

ωv1,v2,...,vnAv1 · · ·Avn

(ωv1,v2,...,vn ∈ Ω1
X(U)) を考え, その全体を Ω1

X(U)〈〈AV 〉〉 とする. このとき次の自然な完全列
が存在する:

0 −→ C〈〈AV 〉〉 −→ OX(U)〈〈AV 〉〉 d−−→ Ω1
X(U)〈〈AV 〉〉.

ここでは C〈〈AV 〉〉 を U 上の定数関数の空間とみて, d は, 通常の外微分 d : OX(U) → Ω1
X(U)

を係数毎に施す射である. d が Leibniz則を満たすこともすぐわかる.

定義 1 (正則微分の反復積分). U を X の単連結開集合とする. U 上の正則 1-形式の組
ω = (ω1, . . . , ωn) と a, z ∈ U に対し,

Iz
a(ω) = Iz

a(ω1, . . . , ωn) :=
∫ z

a
ω1(z1)

∫ z1

a
ω2(z2) · · ·

∫ zn−1

a
ωn(zn)

と定める. この積分は ω1, . . . , ωn の順序には依るが, U の単連結性から a, z を繋ぐ積分路の

取り方には依らない.

定義 2 (反復積分の非可換母関数). U を X の単連結開集合とする. U 上の正則 1-形式の組
ωV = (ωv), (v ∈ V , V は有限集合) に対し, Ω =

∑
v∈V ωvAv ∈ Ω1

X(U)〈〈AV 〉〉 と定義する. こ
のとき, a, z ∈ U に対し,

Jz
a = Jz

a (ωV ) = 1 +
∑

n≥1

∫ z

a
Ω(z1)

∫ z1

a
Ω(z2) · · ·

∫ zn−1

a
Ω(zn)　 (1)

= 1 +
∑

n≥1

∑

(v1,...,vn)∈V n

Iz
a(ωv1 , . . . , ωvn)Av1 · · ·Avn

と定める. z を変数とすると, Jz
a ∈ OX(U)〈〈AV 〉〉 と見なせる.

この母関数 Jz
a が当論文の主役である. ωV が適当な性質を持つとき, この元 Jz

a がその性質

をどう反映するか？という視点で以下の結果を眺めるといいと思う. この設定でのリーマン面
X は, 後に上半平面 H と想定されるが, Mellin 変換のようなカスプを繋ぐ積分路での積分は,
カスプが H の境界にあるので広義積分を考える必要があり, 正確には上の設定に当てはまら
ない. しかし, カスプ形式に因んだ微分形式の積分を考える場合は, カスプ条件により, 広義積
分は収束し, 以下の結果はそのまま成立する.
次の命題によって Jz

a という元が, 微分方程式による強い拘束を受けていることがわかる.
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命題 1. 上の定義の記号の下,

(i) 微分方程式 dJz
a = Ω(z)Jz

a が成立つ. 幾何的に見ると Jz
a は O〈〈AV 〉〉 上の平坦接続

∇Ω = d− Ω の水平切断である: ∇ΩJz
a = 0.

(ii) この方程式の解空間は, 階数 1 の自由 (右) C〈〈AV 〉〉-加群である. つまり任意の解 Kz

は, ある ‘定数’ C ∈ C〈〈AV 〉〉 についてKz = Jz
aC の形をしている. 特に, a, b, z ∈ U に

対し Jz
b = Jz

aJa
b が成立つ.

Proof. (i) は (1)に d を施すと直. (ii) は d((Jz
a )−1Kz) = 0 が計算で確かめられる. (非可換

の世界なので商の微分は　 d(J−1) = −J−1d(J)J−1 に注意)

次の主張のために C〈〈AV 〉〉 に入るある代数構造について簡単に述べる. U = C〈〈AV 〉〉 と
し, ２つの射, (余積射) ∆ : U → U⊗̂U , (余単位射) ε : U → C を ∆(Av) = 1⊗ Av + Av ⊗ 1,
ε(Av) = 0 を代数射として拡張して定める. これらの射で U は双代数になり,

L = {F ∈ U | ∆(F ) = 1⊗ F + F ⊗ 1, ε(F ) = 0},
Π = {F ∈ U | ∆(F ) = F ⊗ F, ε(F ) = 1}

と定めると, L,Π はそれぞれ, リー環, 群の構造を持つことが示せ, それぞれの元は Lie 元,
group-like 元と呼ばれる. L と Π は指数・対数射により全単射に対応しており, L は AV で

生成される完備自由リー環であることが知られている (e.g. [3], [14]).　

命題 2. a, z ∈ U に対して,

(i) (group-like性) ∆Jz
a = Jz

a ⊗ Jz
a , つまり Jz

a ∈ Π.

(ii) (巡回性) Ja1
a2

Ja2
a3
· · ·Jan

a1
= 1, (a1, . . . , an は U 内の可縮なループ上に並んだ点).

Proof. (i) ∆Jz
a = Jz

a ⊗ Jz
a の両辺がともに方程式 dJ = ∆(Ω)J を満たし z = a で値 1⊗ 1 を

取ることをチェックすればいい (計算は略). (ii) は命題 1 (ii) を繰り返し使えばいい.

γ : X → X (z 7→ γz) をX の自己正則同型写像とし, ω ∈ Ω1
X(U) の γ による引戻しを γ∗ω

と表すことにする.

補題 1. 任意の自己正則同型 γ : X → X に対して,

Iγz
γa(ω1, . . . , ωn) = Iz

a(γ∗ω1, . . . , γ
∗ωn).

Proof. 通常の積分の変数変換
∫ γz
γa ω =

∫ z
a γ∗ω と n に関する帰納法を用いて

Iγz
γa(ω1, . . . , ωn) =

∫ γz

γa
ω1(z1)Iz1

γa(ω2, . . . , ωn) =
∫ z

a
ω1(γz1)Iγz1

γa (ω2, . . . , ωn)

=
∫ z

a
γ∗ω1(z1)Iz1

a (γ∗ω2, . . . , γ
∗ωn) = Iz

a(γ∗ω1, . . . , γ
∗ωn).　
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反復積分の母関数が γ に関する変数変換でどのように変換されるのか？これを記述する為

に, 次の C〈〈AV 〉〉 の自己同型を導入する必要がある. 今, U 上の線形独立な微分形式の組

ωV = (ωv) を考え ωV が張る線形空間に γ が引戻しで作用していると仮定する. ωV が張る線

形空間 〈ωv | v ∈ V 〉C と, 不定元 AV が張る線形空間 〈Av | v ∈ V 〉C を, (ωv) と (Av) が互い
の双対基底と見ることで, 互いの双対空間と見なそう:

(ωv, Au) = δv,u, (u, v ∈ V ).

但し, ( , ) は内積で δv,u は Kroneckerデルタ. γ の 〈ωv | v ∈ V 〉C への引戻しによる作用
(ω 7→ γ∗ω) が, 双対空間 〈Av | v ∈ V 〉C に誘導する作用 (随伴作用)を γ∗ と表そう:

(ωv, γ∗Au) = (γ∗ωv, Au), (u, v ∈ V ).

更に γ∗ を代数射として C〈〈AV 〉〉 上の代数自己同型に拡張し, それも γ∗ と書くことにする.
この作用を用いると, Jz

a の変数変換が次の様に記述できる.

命題 3. 線形独立な微分の組 ωV の張る空間が, 自己同型 γ の引戻しによる作用で保たれてい

るとする. このとき次が成立つ:

Jγz
γa = γ∗Jz

a .

Proof. γ∗ωv =
∑

u∈V γv,uωu とすると γ∗ の作用は γ∗Au =
∑

v∈V γv,uAv と表せる. これと先
の補題を用いて

Jγz
γa =

∑

n≥0

∑

(v1,...,vn)∈V n

Iγz
γa(ωv1 , . . . , ωvn)Av1 · · ·Avn

=
∑

n≥0

∑

(v1,...,vn)∈V n

Iz
a(γ∗ωv1 , . . . , γ

∗ωvn)Av1 · · ·Avn

=
∑

n≥0

∑

(v1,...,vn)∈V n

Iz
a(

∑

u1∈V

γv1,u1ωu1 , . . . ,
∑

un∈V

γvn,unωun)Av1 · · ·Avn

=
∑

n≥0

∑

(u1,...,un)∈V n

Iz
a(ωu1 , . . . , ωun)(

∑

v1∈V

γv1,u1Av1) · · · (
∑

vn∈V

γvn,unAvn)

=
∑

n≥0

∑

(u1,...,un)∈V n

Iz
a(ωu1 , . . . , ωun)(γ∗Av1) · · · (γ∗Avn) = γ∗Jz

a .

3 Iterated Mellin transformation

この節では, 通常のMellin変換を簡単に復習した後, Maninの反復Mellin変換を定義しそ
の性質を見てみよう.

SL2(Z) の合同部分群を Γ とし, Γ に関する重さ k ∈ Z の正則カスプ形式の空間を Sk(Γ)
とする. f ∈ Sk(Γ) のMellin変換は, 複素変数 s に対して, M(f ; s) :=

∫ 0
i∞ f(z)zs−1dz で定義

される. この積分は s に関して entireである. Mellin変換の関数等式を復習しよう (c.f. [13],
[17]).
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一般に, 整数 k に対し γ =
(

a b
c d

) ∈ GL+
2 (R) (det > 0 の実正則行列群)の上半平面上の関

数 f への作用を

(f |[γ]k)(z) := (det γ)k/2(cz + d)−kf(
az + b

cz + d
)

で定める. 今 N を自然数とし, Γ が hN =
(

0 −1
N 0

)
による共役変換で固定されると仮定し

よう: Γ = h−1
N ΓhN . hN は Fricke involutionなどと呼ばれる. (例えば Γ0(N) = {( a b

c d

) ∈
SL2(Z) | c ≡ 0 mod N} は Γ0(N) = h−1

N Γ0(N)hN を満たす.) hN の作用は

(f |[hN ]k)(z) := N−k/2z−kf(hNz) = N−k/2z−kf(− 1
Nz

)

と表せる. Γ に関する仮定から f ∈ Sk(Γ) に対して f |[hN ]k ∈ Sk(Γ) であるし, h2
N が定数行

列なので hN は Sk(Γ) に involution として働く.
f ∈ Sk(Γ) が hN に関する固有関数: f |[hN ]k = εff, (ε = ±1) であるとき, 次が成立つ:

M(f ; s) = −εf (−1)s−1Nk/2−sM(f ; k − s).

実際, ω = f(z)zs−1dz とすると, その hN による引戻しは,

h∗Nω = f(hNz)(hNz)s−1d(hNz)

= εf (−1)s−1Nk/2−szk−s−1f(z)dz

である. 従って, 積分の変数変換を用いて

M(f ; s) =
∫ 0

i∞
ω =

∫ hN (i∞)

hN0
ω =

∫ i∞

0
h∗Nω = −εf (−1)s−1Nk/2−sM(f ; k − s)

と示される. 次にMellin変換の反復積分版を考えて, 上の関数等式がどうのように一般化され
るのか見てみよう.

定義 3 (反復Mellin変換). カスプ形式の組 fi ∈ Ski
(Γ) と複素変数の組 si に対し, ωi =

fi(z)zsi−1dz を考える. このとき反復Mellin変換を次で定義する:

M(f1, . . . , fn; s1, . . . , sn) = I0
i∞(ω1, . . . , ωn)

=
∫ 0

i∞
f1(z1)z1

s1−1dz1

∫ z1

i∞
f2(z2)z2

s2−1dz2 · · ·
∫ zn−1

i∞
fn(zn)zn

sn−1dzn.

更に次の母関数を考える.

定義 4 (Total Mellin 変換). カスプ形式の組 fV = (fv), fv ∈ Skv(Γ) と複素変数の組
sV = (sv) に対し, ωV = (ωv), ωv = fv(z)zsv−1dz を考える. このとき次の母関数を Total
Mellin変換と呼ぶ:

TM(fV ; sV ) : = J0
i∞(ωV )

= 1 +
∑

n≥1

∑

(v1,...,vn)∈V n

M(fv1 . . . , fvn ; sv1 , . . . , svn)Av1 · · ·Avn .
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定理 1. Γ を Γ = h−1
N ΓhN を満たす合同部分群とする. fV = (fv) を fv ∈ Skv(Γ) であり且

つ hN に関する固有関数の組とする: fv|[hN ]kv
= εfvfv, (εfv = ±1). このとき,

TM(fV ; sV ) = g∗(TM(fV ; kV − sV ))−1.

但し, kV −sV = (kv−sv)で, g∗ はAv 7→ εfv(−1)sv−1Nkv/2−svAv, (v ∈ V )で定まる C〈〈AV 〉〉
の代数同型とする.

Proof. 補題 1 を用いると

I0
i∞(ω1, . . . , ωn) = I

hN (i∞)
hN0 (ω1, . . . , ωn) = Ii∞

0 (h∗Nω1, . . . , h
∗
Nωn).

あとは命題 3の証明と同様である.

3.1 Iterated Mellin transform and multiple Dirichlet series

ここでは反復Mellin変換の変数 sv が整数のときの値を, ある多重 Dirichlet級数の値の線
形結合で表示した結果を述べる. 証明は長めの計算が要るので論文に譲り, 結果を書くだけに
止める.

m1 . . . , mk を整数とし, ωr(z) =
∑

n≥1 cr,ne2πinzzmr−1, (r = 1, . . . , k, ∀cr,n ∈ C) を考
える. 今級数

∑
n≥1 cr,ne2πinz に保型性は仮定しない. 各係数は n → ∞ の際の増加条件

cr,n = O(nC), (∃ C > 0) を満たすと仮定する.

定義 5 (多重Dirichlet級数). 上の仮定を満たす ωr 達と条件 mr + jr−1 − jr ≥ 1 を満たす
非負整数の組 j1, . . . , jk, (j0 := 0) に対し, 次を定義する:

L(z;ωk, . . . , ω1; jk, . . . , j1)

= (2πiz)jk
∑

1≤n1,...,nk

c1,n1 · · · ck,nk
e2πi(n1+···+nk)z

nm1+j0−j1
1 (n1 + n2)m2+j1−j2 · · · (n1 + · · ·+ nk)mk+jk−1−jk

= (2πiz)jk
∑

1≤l1<···<lk

c1,l1c2,l2−l1 · · · ck,lk−lk−1
e2πilkz

lm1+j0−j1
1 lm2+j1−j2

2 · · · lmk+jk−1−jk

k

.

この級数は z ∈ H (上半平面)にあるとき絶対収束し正則関数を定める.

定理 2. 上記の ωr 達と z ∈ H に対して, 次が成立つ:

(−1)k(−2πi)
Pk

r=1 mrIz
i∞(ωk, . . . , ω1)

=
m1−1+j0∑

j1=0

· · ·
mk−1+jk−1∑

jk=0

(−1)jk

k∏

r=1

(mr − 1 + jr−1)!
jr!

L(z;ωk, . . . , ω1; jk, . . . , j1).

論文の中にも言及されているが, 定理左辺で z → 0 と極限をとった値が, 反復Mellin変換
の整数点 (m1, . . . , mk) での値であるが, 右辺の関数 L の z → 0 での極限の存在の有無はmr

と jr の取り方により様々な状況があり得る.
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4 Cohomological interpretation

合同部分群 Γ に対し, 次の空間を考える:

Shk(Γ) := 〈 f(z)zs−1dz | f ∈ Sk(Γ), s = 1, 2, . . . , k − 1 〉C.

この空間には自然に Γ が作用する. 実際, f の保型性を用いると γ =
(

a b
c d

) ∈ Γ に対して,

γ∗(f(z)zs−1dz) := f(γz)(γz)s−1d(γz)

= f(z)(az + b)s−1(cz + d)k−s−1dz

なので, s = 1, 2, . . . , k− 1 が渡る空間はこの作用で閉じている (f を走らせなくても作用は閉
じている). 少し一般に, 異なる有限個の整数の組 k = (ki) に対し, Shk(Γ) =

⊕
i Shki

(Γ) を
考え, その基底を ωV = (ωv) とする. a ∈ H = H ∪ P1(Q) を一つ固定し, 各 γ ∈ Γ に対し,
ωV に付随する母関数 Ja

γa = Ja
γa(ωV ) を考える. Π が group likeな巾級数全体のなす群であ

り, Ja
γa がその元であったことを思い出そう (命題 2). また PΓ で Γ の PSL2(Z) への自然な

射影像を表すことにする. Γ の H への作用は PΓ を経由している.

定理 3. (i) 写像 ζa : PΓ → Π, (γ 7→ Ja
γa) は (非可換) 1-コサイクル条件を満たす:

Ja
γβa = Ja

γa · γ∗Ja
βa.

そして, ζa が定めるコホモロジークラス [ζa] ∈ H1(PΓ,Π) は a の選び方に依らない. 実
際 a, a′ ∈ H に対し, ζa と ζa′ はコホモロガスである:

∃ η ∈ Π ; ∀γ ∈ PΓ, ζa(γ) = η−1ζa′(γ) · γ∗η.

(ii) [ζa] ∈ H1(PΓ,Π)cusp が成立つ. 但し,

H1(PΓ,Π)cusp := { ζ ∈ H1(PΓ,Π) | ζ(τ) = 1Π, ∀τ : stabilizer of cusps }.

Maninはこのコホモロジー類を noncommutative modular symbol, 或いは Shimura classと
呼んでいる.

Proof. (i) 始めの主張は Ja
γβa = Ja

γa · Jγa
γβa = Ja

γa · γ∗Ja
βa. 続く主張は ζa(γ) = Ja

γa =

Ja
a′J

a′
γa′J

γa′
γa = (Ja′

a )−1 · ζa′(γ) · γ∗Ja′
a = η−1ζa′(γ) · γ∗η と示される. (ii) τ が a ∈ P1(Q)

を固定するとき, ζa(τ) = Ja
τa = Ja

a = 1Π.

Maninは [2]で PΓ = PSL2(Z) の場合に非可換コホモロジーの具体表示を一般的に与えて
いる. まず非可換群係数のコホモロジーの定義を復習してから, それを簡単に紹介しよう.

G を勝手な群, N を G が自己同型として左から作用する群 (可換群とは限らない)とする.
(上の定理では G = PΓ, N = Π に相当) G の N を係数とする 1-コサイクルの集合を

Z1(G,N) := { u : G → N | u(g1g2) = u(g1)(g1 · u(g2)), ∀g1, g2 ∈ G}

で定める. N が可換群の場合, Z1(G,N) は自然に可換群になるが, N が非可換群の場合, 単に
‘点付き集合’ (単位射という特別な元が入ってる集合と言う意味)でしかない. u, u′ ∈ Z1(G,N)
は, ∃n ∈ N ;∀g ∈ G, u′(g) = n−1u(g) · gn であるとき, コホモロガスといい, この同値関係で
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割った集合をH1(G,N) と書き, G の N を係数とする 1-st コホモロジー集合という. N が可

換群の場合は可換群の構造が入り通常のコホモロジー群と一致する.
G = PSL2(Z) の場合を考える. G は σ =

(
0 −1
1 0

)
と τ =

(
0 −1
1 −1

)
の 2 元で生成され

σ2 = τ3 = 1 が基本関係である. Maninは生成元 σ, τ のコサイクルによる像の特徴づけを与

えている:

命題 4. (i) G = PSL2(Z) とし, N は任意の G が左から作用する群とする. このとき, 次
の一対一対応がある:

Z1(G,N) ←→ { (X, Y ) ∈ N ×N | X · σX = Y · τY · τ2Y = 1 }.

対応は u ∈ Z1(G,N) に対して (u(σ), u(τ)) を当てる.

(ii) 更に同値関係 (X, Y ) ∼ (n−1Xσn, n−1Y τn), (n ∈ N) がコホモロガスに対応する関係で
ある.

古典的な保型形式の周期理論では, f ∈ Sk(Γ), a ∈ P1(Q) に対して, 写像

ζa : PΓ −→ Wk−2, (γ 7→
∫ a

γa
f(w)(z − w)k−2dw)

を考える. この像 (普通は a = i∞ とし γ = σの像)を周期多項式という. ここで Wk−2 は,

Wk−2 := { p(z) ∈ C[z] | deg p ≤ k − 2}

であり, これは Symk−2(C2) (Γ の C2 への自然な作用の k − 2 階の対称巾表現) と同型であ
る. このとき, [ζa] ∈ H1(Γ,Wk−2)cusp が a に依らずに決まる. また, Γ = PSL2(Z) で N が

勝手な Γ-加群の場合, 具体的表示

Z1(Γ, N) ' { (X, Y ) ∈ N ×N | X + σX = Y + τY + τ2Y = 0 }

が知られている. 古典的な周期理論の話は [9],[11],[13],[18] など, またmodular symbolに関す
るの具体的計算や解説は [19]が参考になる. Maninはこの理論の非可換化 or乗法化を考えた
わけである.

PSL2(Z) は P1(Q) に推移的に働くが, 一般の合同部分群 Γ の場合, そうとは限らない.
従って, modular symbol ζa(γ) = Ja

γa の a と γa を繋ぐ積分路は任意のカスプを繋げるわけで

はない. Maninは以前に彼自身が導入した連分数のからくりを用いて (c.f. [15],[16],[13]), ‘Jb
c

(b, c は勝手なカスプ) を Ja
γa の形の元で表示する方法’を述べている. 最後にその方法を紹介

しよう.

定義 6. Γ を SL2(Z) の合同部分群とし, 剰余集合 Γ\SL2(Z) の完全代表系 C を一つ固定す

る. このとき g ∈ C に対し, (Jg0
g(i∞))

±1 の形の元を, (C に関する) primitiveな元と呼ぶ.

命題 5. 任意のカスプ a, b ∈ P1(Q) に対し, Ja
b は γ∗Jc

d の形の元の積で表せる. 但し, ここで
γ ∈ Γ であり Jc

d は primitiveな元である:

Ja
b = γ1∗(J

g10
g1(i∞))

±1γ2∗(J
g20
g2(i∞))

±1 · · · γm∗(J
gm0
gm(i∞))

±1.

ここで, γi ∈ Γ, gi ∈ C である.
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Proof. Ja
b = Ja

i∞J i∞
b = Ja

i∞(Jb
i∞)−1 なので Ja

i∞, (a ∈ P1(Q))の形の元が求める表示を持つ
ことを言えばいい. a > 0 ∈ Q の場合を考えよう. (残る場合も同様にできる. )
1. a を連分数展開し, その第 k 近似分数を pk/qk とする:

p−1

q−1
:=

1
0
,

p0

q0
=

p0

1
, . . . ,

pn−1

qn−1
,

pn

qn
= a.

2. k = 0, 1, . . . , n に対し gk =
(

pk (−1)k−1pk−1

qk (−1)k−1qk−1

)
と定める. gk(i∞) = pk/qk, gk0 = pk−1/qk−1

であり, 連分数の性質から pkqk−1 − pk−1qk = (−1)k−1 が成立つので gk ∈ SL2(Z) である.
3. C は Γ\SL2(Z) の完全代表系であったので gk = γkck を満たす γk ∈ Γ, ck ∈ C が取れる.
巡回性を用いて

Ja
i∞ = J

pn/qn

pn−1/qn−1
J

pn−1/qn−1

pn−2/qn−2
· · ·Jp0/q0

p−1/q−1
=

n∏

k=0

J
pk/qk

pk−1/qk−1
.

各因子に変数変換 J
pk/qk

pk−1/qk−1
= Jgki∞

gk0 = J
γk(cki∞)
γk(ck0) = γk∗J

cki∞
ck0 を施すと求める形を得る:

Ja
i∞ =

∏n
k=0 γk∗J

cki∞
ck0 .

例えば a = 67/29 の場合の行列 gk は次の様に求められる.

67
29

= 2 + 1/(3 + 1/(4 + 1/2)) = 2 +
1

3 + 1
4+ 1

2

k −2 −1 0 1 2 3
mk 2 3 4 2
pk 0 1 2 7 30 67
qk 1 0 1 3 13 29

表は予め mk はベタに計算して, pk, qk は pk+1 = pkmk+1 + pk−1, qk+1 = qkmk+1 + qk−1 と

計算した.

g0 =
(

2 −1
1 0

)
, g1 = ( 7 2

3 1 ) , g2 =
(

30 −7
13 −3

)
, g3 = ( 67 30

29 13 ) .

自分の理解不足や怠慢で紹介できなかった箇所が少なからずあることを, お許し下さい.
Maninの仕事への興味が湧いた方は, 是非本論文をご覧下さい. 最後になりましたが, 集会中
お世話になりました岸先生, 権先生, 金子先生に深くお礼申し上げます.
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