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1 Introduction

正の整数 k1, k2, . . ., kn, ただし k1 ≥ 2に対して, 多重ゼータ値 ζ(k1, k2, . . . , kn)は

ζ(k1, k2, . . . , kn) :=
∑

m1>m2>···>mn>0

1
mk1

1 mk2
2 · · ·mkn

n

で定義される. ここで k = k1 + k2 + · · · + knを weight, nを depthと呼ぶ. この報告集では
この多重ゼータ値が主役であるが, 以下のように定義される等号付き多重ゼータ値 (multiple
zeta star value)も出てくる:

ζ?(k1, k2, . . . , kn) :=
∑

m1≥m2≥···≥mn>0

1
mk1

1 mk2
2 · · ·mkn

n

.

多重ゼータ値の間には非常に多くの関係式があることが知られているが, その中でも次に述
べる sum formulaは最も美しい関係式である.

Theorem 1. 0 < n < kを満たす整数 k, nに対して,
∑

k1+k2+···+kn=k
k1≥2, k2,...,kn≥1

ζ(k1, k2, . . . , kn) = ζ(k)

が成立する.

この関係式の証明は色々な方法でなされている ([7], [11], [13], [17], [19]). Theorem 1の主
張はweightが k, depthが nの多重ゼータ値をすべて足し合わせると, リーマンゼータ値にな
るということである. この報告集で述べるのは, この sum formulaにさらに条件を付けて, 細
分化した公式である. その例として以下の事実が知られている.

Theorem 2 ([8]). k ≥ 2を満たす整数 kに対して,
∑

k1+k2=2k
ki:even

ζ(k1, k2) =
3
4
ζ(2k), (1)

∑

k1+k2=2k
ki:odd, k1≥3

ζ(k1, k2) =
1
4
ζ(2k) (2)

が成立する.

(1)と (2)の両辺足すとTheorem 1の n = 2, kが 4以上の偶数の場合が導かれる. そういう
理由でこの 2つの式を refined sum formulaと呼んでいる. この報告集では (1)の一般化 (まだ
証明は出来てないが)について述べる. (2)の一般化については現在のところ全く手付かずの
状態であるが, (2)から得られる 4ζ(3, 1) = ζ(4)の一般化について述べる.
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2 A generalization of (1)

この Sectionで (1)の一般化について述べる. 大まかな流れとしては
∑

k1+k2+···+kn=2n+2m
ki:even

ζ(k1, k2, . . . , kn) = (Bernoulli数の式) (3)

(m ∈ Z≥0, n ∈ Z>0) を導き, 更に右辺を変形して (1)を示す. その証明方法から (1)の一般化
のアプローチを紹介する. これからの議論では多重ゼータ値の代数的定式化が必要になるので
それの説明をする ([10], [13]). まず x, yを変数とする 2変数非可換多項式環

H := Q 〈x, y〉

を考え, その部分環 H1と H0を

H1 := Q+ Hy, H0 := Q+ xHy

で定義する. 更に k ≥ 1に対して zk = xk−1yとおく. すると H1は zk (k = 1, 2, 3, . . .)によっ
て自由に生成される:

H1 = Q 〈z1, z2, z3, . . .〉 .
また k ≥ 2のとき zkは H0に含まれる.
次にQ-線形写像 Z : H0 −→ Rを (evaluation mapと呼ぶ)

Z(1) = 1, Z(zk1zk2 · · · zkn) = ζ(k1, k2, . . . , kn)

で定義する. つまり, この evaluation mapによって 2変数非可換多項式環と多重ゼータ値を対
応付ける.
多重ゼータ値には級数表示から得られる harmonic積という積がある. 例えば,

ζ(p)ζ(q) =

(∑

m>0

1
mp

)(∑

n>0

1
nq

)
=

∑

m,n>0

1
mpnq

=

( ∑

m>n>0

+
∑

n>m>0

+
∑

m=n>0

)
1

mpnq

= ζ(p, q) + ζ(q, p) + ζ(p + q).

これに対応した H1上の積 ∗を帰納的に

w ∗ 1 = 1 ∗ w = w,

zpw1 ∗ zqw2 = zp(w1 ∗ zqw2) + zq(zpw1 ∗ w2) + zp+q(w1 ∗ w2)

(p, qは正の整数で, かつ w, w1, w2は H1の単項式) で定義し, Q-双線形に拡張する. 例えば,
zp ∗ zq = zpzq + zqzp + zp+q. これは ζ(p)ζ(q) = ζ(p, q) + ζ(q, p) + ζ(p + q) に対応している.
正確には Z が ∗に関して準同型であることを使う ([10]):

Z(w1 ∗ w2) = Z(w1)Z(w2). (w1, w2 ∈ H0)
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最後に等号付き多重ゼータ値と 2変数非可換多項式環を対応付けるときに使うQ-線形写像
Sを導入する ([12], [15]). S1 ∈ Aut(H)を

S1(1) := 1, S1(x) := x, S1(y) := x + y

で定義し, この S1を使ってQ-線形写像 S : H1 −→ H1を

S(1) := 1, S(Fy) := S1(F )y

で定義する. このとき次の等式が成り立つ:

ζ?(k1, k2, . . . , kn) = Z(S(zk1zk2 · · · zkn)).

例えば, ζ?(k1, k2) = ζ(k1 + k2) + ζ(k1, k2) = Z(S(zk1zk2)). ζ?(k1, k2, k3) = ζ(k1 + k2 + k3) +
ζ(k1 + k2, k3) + ζ(k1, k2 + k3) + ζ(k1, k2, k3) = Z(S(zk1zk2zk3)).

Sの定義より次のことも成り立つ:

S(w1w2) = S1(w1)S(w2). (w1 ∈ H, w2 ∈ Hy)

これを繰り返し使うと,

S(zk1zk2 · · · zkn)

= zk1S(zk2zk3 · · · zkn) + S(zk1+k2zk3 · · · zkn)

= zk1S(zk2zk3 · · · zkn) + zk1+k2S(zk3 · · · zkn) + S(zk1+k2+k3zk4 · · · zkn)

= · · ·

=
n∑

j=1

zk1+k2+···+kj
S(zkj+1

zkj+2
· · · zkn).

(ただし j = nのとき S(zkj+1
zkj+2

· · · zkn)は 1とみなす.) ここから (3)を導くための定理を示
すが, その証明の中でこの等式を使っている.

Theorem 3. n, l ∈ Z>0, m ∈ Z≥0 に対して以下が成立する:

∑

i1+i2+···+in=m
i1,i2,...,in≥0

zl+li1zl+li2 · · · zl+lin =
m∑

i=0

(−1)m−i

(
m + n− i

n

)
S(zi

l ) ∗ zm+n−i
l .

Proof. m = 0は自明なので以下ではm ≥ 1とする. 右辺は次のように変形できる (m = 1の
とき以下で出てくる

∑m
j=2は 0とみなす):

(−1)m

(
m + n

n

)
zm+n
l +

m∑

i=1

(−1)m−i

(
m + n− i

n

) i∑

j=1

zljS(zi−j
l ) ∗ zm+n−i

l

= (−1)m

(
m + n

n

)
zm+n
l +

m∑

i=1

i∑

j=1

(−1)m−i

(
m + n− i

n

)
zlj

(
S(zi−j

l ) ∗ zm+n−i
l

)

+
m∑

i=1

(−1)m−i

(
m + n− i

n

)
zl

(
S(zi

l ) ∗ zm+n−i−1
l

)

+
m∑

i=1

i∑

j=1

(−1)m−i

(
m + n− i

n

)
zl(j+1)

(
S(zi−j

l ) ∗ zm+n−i−1
l

)

51



= zl

m∑

i=0

(−1)m−i

(
m + n− i

n

)
S(zi

l ) ∗ zm+n−i−1
l

+
m∑

j=1

zlj

m∑

i=j

(−1)m−i

(
m + n− i

n

)
S(zi−j

l ) ∗ zm+n−i
l

+
m∑

j=1

zl(j+1)

m∑

i=j

(−1)m−i

(
m + n− i

n

)
S(zi−j

l ) ∗ zm+n−i−1
l

= zl

m∑

i=0

(−1)m−i

(
m + n− i

n

)
S(zi

l ) ∗ zm+n−i−1
l

+ zl

m∑

i=1

(−1)m−i

(
m + n− i

n

)
S(zi−1

l ) ∗ zm+n−i
l

+
m∑

j=2

zlj

m∑

i=j

(−1)m−i

(
m + n− i

n

)
S(zi−j

l ) ∗ zm+n−i
l

+
m+1∑

j=2

zlj

m∑

i=j−1

(−1)m−i

(
m + n− i

n

)
S(zi−j+1

l ) ∗ zm+n−i−1
l

= zl

m∑

i=0

(−1)m−i

(
m + n− i

n

)
S(zi

l ) ∗ zm+n−i−1
l

+ zl

m−1∑

i=0

(−1)m−i−1

(
m + n− i− 1

n

)
S(zi

l ) ∗ zm+n−i−1
l

+
m∑

j=2

zlj

m−j∑

i=0

(−1)m−i−j

(
m + n− i− j

n

)
S(zi

l ) ∗ zm+n−i−j
l

+
m+1∑

j=2

zlj

m−j+1∑

i=0

(−1)m−i−j+1

(
m + n− i− j + 1

n

)
S(zi

l ) ∗ zm+n−i−j
l

= zl

(
S(zm

l ) ∗ zn−1
l

)
+ zl

m−1∑

i=0

(−1)m−i

(
m + n− i− 1

n− 1

)
S(zi

l ) ∗ zm+n−i−1
l

+
m∑

j=2

zlj

m−j∑

i=0

(−1)m−i−j

(
m + n− i− j

n

)
S(zi

l ) ∗ zm+n−i−j
l

+
m∑

j=2

zlj

m−j+1∑

i=0

(−1)m−i−j+1

(
m + n− i− j + 1

n

)
S(zi

l ) ∗ zm+n−i−j
l + zl(m+1)z

n−1
l

= zl

m∑

i=0

(−1)m−i

(
m + n− i− 1

n− 1

)
S(zi

l ) ∗ zm+n−i−1
l

+
m∑

j=2

zlj

m−j∑

i=0

(−1)m−i−j+1

(
m + n− i− j

n− 1

)
S(zi

l ) ∗ zm+n−i−j
l

+
m∑

j=2

zljS(zm−j+1
l ) ∗ zn−1

l + zl(m+1)z
n−1
l
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= zl

m∑

i=0

(−1)m−i

(
m + n− i− 1

n− 1

)
S(zi

l ) ∗ zm+n−i−1
l

+
m∑

j=2

zlj

m−j+1∑

i=0

(−1)m−i−j+1

(
m + n− i− j

n− 1

)
S(zi

l ) ∗ zm+n−i−j
l + zl(m+1)z

n−1
l

=
m+1∑

j=1

zlj

m−j+1∑

i=0

(−1)m−i−j+1

(
m + n− i− j

n− 1

)
S(zi

l ) ∗ zm+n−i−j
l

=
m∑

j=0

zl+lj

m−j∑

i=0

(−1)m−i−j

(
m + n− i− j − 1

n− 1

)
S(zi

l ) ∗ zm+n−i−j−1
l .

ゆえに次の等式を示せばよい:

∑

i1+···+in=m
i1,...,in≥0

zl+li1 · · · zl+lin =
m∑

j=0

zl+lj

m−j∑

i=0

(−1)m−i−j

(
m + n− i− j − 1

n− 1

)
S(zi

l ) ∗ zm+n−i−j−1
l .

これを nについての帰納法で示す. n = 1のとき,

(右辺) =
m∑

j=0

zl+lj

m−j∑

i=0

S(zi
l ) ∗ (−zl)m−i−j = zl+lm.

最後の等式では以下の関係式を使っている:

m∑

i=0

S(zi
l ) ∗ (−zl)m−i = δm0.

(この等式はmについての帰納法で示せるが, より一般的な等式が [12]に示されている. 記号
は違うが [14]の Proposition 7.1 でも一般的な等式が示されている) よって n = 1のとき成立
する. n− 1まで成り立つと仮定すると,

(右辺) =
m∑

j=0

zl+lj

m−j∑

i=0

(−1)m−i−j

(
m + n− i− j − 1

n− 1

)
S(zi

l ) ∗ zm+n−i−j−1
l

=
m∑

j=0

zl+lj

∑

i1+···+in−1=m−j
i1,...,in−1≥0

zl+li1 · · · zl+lin−1 = (左辺).

よって nのときも成立する.

Corollary 4. m ∈ Z≥0, n ∈ Z>0に対して

∑

k1+k2+···+kn=2n+2m
ki:even

ζ(k1, k2, . . . , kn)

= (−1)m+1
m∑

i=0

(
n + m− i

n

)
(22i − 2)B2i

(2i)!
1(

2n + 2m− 2i + 1
)
!
π2n+2m

が成立する.

53



Proof. Theorem 3で l = 2とし, 更に以下の公式を使えばよい:

ζ?(2, 2, · · · , 2︸ ︷︷ ︸
i

) = (−1)i−1 (22i − 2)B2i

(2i)!
π2i,

ζ(2, 2, · · · , 2︸ ︷︷ ︸
m+n−i

) =
π2m+2n−2i

(2m + 2n− 2i + 1)!
.

([1], [2], [9], [15], [18], [19], [20] etc.)

ここから Corollary 4を用いて (1)を導く. まず以下の Lemmaを示す.

Lemma 5. m ∈ Z≥0に対して,

22m B2m+4

(2m + 4)!
=

m∑

i=0

(22i − 2)B2i

(2i)!

(
m− i + 3

3

)
1

(2m− 2i + 6)!

が成立する.

Proof. (この証明方法は金子昌信先生の教示による.)

∞∑

i=0

B2i
x2i

(2i)!
=

x

ex − 1
+

x

2

より,

∞∑

i=0

(22i − 2)B2i

(2i)!
x2i = −2x

1
ex − e−x

. (4)

次に,
∞∑

j=0

xj+3

(2j + 6)!
=

e
√

x + e−
√

x

2
− 1− x

2
− x2

24

の両辺を xについて 3回微分すると,

∞∑

j=0

(j +3)(j +2)(j +1)
xj

(2j + 6)!
=

(
3

16x2
√

x
+

1
16x

√
x

)
(e
√

x− e−
√

x)− 3
16x2

(e
√

x + e−
√

x).

xのところに x2を代入し, 両辺 6で割ると

∞∑

j=0

(
j + 3

3

)
1

(2j + 6)!
x2j =

(
1

32x5
+

1
96x3

)
(ex − e−x)− 1

32x4
(ex + e−x). (5)

よって (4)と (5)を用いると,

∞∑

m=0

(RHS)x2m =
1

16x3

e2x + 1
e2x − 1

− 1
48x2

− 1
16x4

.

これが
∑∞

m=0(LHS)x2mに一致することは Bernoulli数の母関数よりすぐに確認できる.
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Proof of (1).

∑

k1+k2=2m+4
ki:even

ζ(k1, k2) = (−1)m+1
m∑

i=0

(22i − 2)B2i

(2i)!

(
m− i + 2

2

)
π2m+4

(2m− 2i + 5)!

= (−1)m+1 · 6
m∑

i=0

(22i − 2)B2i

(2i)!

(
m− i + 3

3

)
π2m+4

(2m− 2i + 6)!

= (−1)m+1 · 6 · 22m B2m+4

(2m + 4)!
π2m+4

=
3
4
ζ(2m + 4).

第 1等式では Corollary 4を使い, 第 3等式では Lemma 5を使っている.

この証明からわかるように, Lemma 5を一般化すれば (1)の一般化が得られる. (Corollary
4は一般の depthについて述べてある.) 残念ながら Lemma 5の一般化はまだ出来ていないが,
次の予想が得られた (n = 2のときが Lemma 5).

Conjecture 6. m ∈ Z≥0, n ∈ Z≥2に対して以下の関係式が成り立つ (であろう ):

(−1)n

(n + 1)!

[n+1
2

]∑

k=1

(2n + 1− 4k)!!
(

2n + 1− 2k

2k − 1

)
22m+n−2k+1 B2m+2n−2k+2

(2m + 2n− 2k + 2)!

=
m∑

i=0

(22i − 2)B2i

(2i)!

(
n + 1 + m− i

n + 1

)
1

(2n + 2m− 2i + 2)!
,

ここで (−1)!!は 1とみなす.

このConjecture 6は Lemma 5と同様に証明できると思われる. つまり cosh
√

xの n + 1回
微分

dn+1

dxn+1

e
√

x + e−
√

x

2

=
(−1)n+1

2n+2

n+1∑

k=1

(
(−1)ke

√
x + e−

√
x
)

(2n− 2k + 1)!!
(

2n− k + 1
k − 1

)
x−n+ k

2
−1

を用いて右辺と左辺の母関数を計算していく. しかし, 母関数の一致を示すのに Bernoulli数
の複雑な等式が出てきてそれがまだ証明できていない ([6]を利用すれば証明できるかもしれ
ないが, まだ確認は出来ていない).

Conjecture 6を仮定すると, (1)の一般化が得られる：

Theorem 7. Conjecture 6を仮定する. m ∈ Z≥0, n ∈ Z≥2に対して

∑

k1+k2+···+kn=2n+2m
ki:even

ζ(k1, k2, . . . , kn)

=
1

2n−1n!

[n+1
2

]∑

k=1

(−1)k−1(2n + 1− 4k)!!
(

2n + 1− 2k

2k − 1

)
ζ(2m + 2n− 2k + 2)π2k−2

が成立する.
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3 A generalization of 4ζ(3, 1) = ζ(4)

この Sectionでは 4ζ(3, 1) = ζ(4)の一般化について述べる. まず次の式はよく知られている:

4nζ(3, 1, · · · , 3, 1︸ ︷︷ ︸
2n

) = ζ(4, 4, · · · , 4︸ ︷︷ ︸
n

). (6)

(6)は以下の表記から明らかである ([2], [3], [4], [5], [19], etc.):

ζ(3, 1, · · · , 3, 1︸ ︷︷ ︸
2n

) =
2π4n

(4n + 2)!
, ζ(4, 4, · · · , 4︸ ︷︷ ︸

n

) =
22n+1π4n

(4n + 2)!
.

これから (6)の一般化について述べる. ポイントとなるのは以下のProposition 8であるが, そ
の中で出てくる記号 x̃ の説明をする. H1上の積 x̃ を帰納的に

1 x̃w = w x̃ 1 = w,

u1w1 x̃u2w2 = u1(w1 x̃u2w2) + u2(u1w1 x̃w2)

(u1, u2 ∈ {zk}k≥1 かつ w, w1, w2は H1の単項式) で定義し, Q-双線形に拡張する. (u1, u2 ∈
{x, y}のときは通常の shuffle積 x .) 例えば,

zm x̃ zn = zmzn + znzm,

zm x̃ znzl = zmznzl + znzmzl + znzlzm.

Proposition 8. (i) 0 ≤ n ≤ N をみたす整数 n, N に対して以下の関係式が成立する.

zn
2 ∗ zN

2 =
n∑

k=0

(
N + n− 2k

n− k

)
zN+n−2k
2 x̃ zk

4 . (7)

(ii) m, n ∈ Z≥0に対して以下が成立する.

Z (zm
2 x̃ zn

4 ) = 4n

(
m + 2n

m

)
π2m+4n

(2n + 1) · (2m + 4n + 1)!
. (8)

Proof. (i) nについての帰納法で示す. n = 0は明らか. n− 1のとき成り立つと仮定して nの

とき成立することをN についての帰納法で示す.

zn
2 ∗ zn

2 = 2z2(zn−1
2 ∗ zn

2 ) + z4(zn−1
2 ∗ zn−1

2 )

= 2z2

n−1∑

k=0

(
2n− 1− 2k

n− 1− k

)
z2n−1−2k
2 x̃ zk

4 + z4

n−1∑

k=0

(
2n− 2− 2k

n− 1− k

)
z2n−2−2k
2 x̃ zk

4

= z2

n−1∑

k=0

(
2n− 2k

n− k

)
z2n−1−2k
2 x̃ zk

4 + z4

n∑

k=1

(
2n− 2k

n− k

)
z2n−2k
2 x̃ zk−1

4

=
(

2n

n

)
z2n
2 +

n−1∑

k=1

(
2n− 2k

n− k

)
z2n−2k
2 x̃ zk

4 + zn
4

=
n∑

k=0

(
2n− 2k

n− k

)
z2n−2k
2 x̃ zk

4 .
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よってN = nのとき成立する. N − 1のとき成り立つと仮定する (以下ではN − 1 ≥ nと仮

定してよい).

zn
2 ∗ zN

2 = z2(zn−1
2 ∗ zN

2 ) + z2(zn
2 ∗ zN−1

2 ) + z4(zn−1
2 ∗ zN−1

2 )

= z2

n−1∑

k=0

(
N + n− 1− 2k

n− 1− k

)
zN+n−1−2k
2 x̃ zk

4

+ z2

n∑

k=0

(
N + n− 1− 2k

n− k

)
zN+n−1−2k
2 x̃ zk

4

+ z4

n−1∑

k=0

(
N + n− 2− 2k

n− 1− k

)
zN+n−2−2k
2 x̃ zk

4

= z2

n−1∑

k=0

(
N + n− 2k

n− k

)
zN+n−1−2k
2 x̃ zk

4 + z2(zN−n−1
2 x̃ zn

4 )

+ z4

n∑

k=1

(
N + n− 2k

n− k

)
zN+n−2k
2 x̃ zk−1

4

=
(

N + n

n

)
zN+n
2 +

n−1∑

k=1

(
N + n− 2k

n− k

)
zN+n−2k
2 x̃ zk

4 + (zN−n
2 x̃ zn

4 )

=
n∑

k=0

(
N + n− 2k

n− k

)
zN+n−2k
2 x̃ zk

4 .

よってN のときも成立する. (ii) nについての帰納法で主張を示すが, その前に帰納法での証
明のときに必要になる等式を示す. (x + 1)2m+4n+2 = (x2 + 2x + 1)m+2n+1 の両辺の x2n+1の

係数を比べると,
(

2m + 4n + 2
2n + 1

)
=

n∑

k=0

22k+1 (m + 2n + 1)!
(n− k)!(2k + 1)!(m + n− k)!

.

これは

1
(2n + 1)!

1
(2m + 2n + 1)!

=
n∑

k=0

4k

(
m + 2n− 2k

n− k

)(
m + 2n

2k

)
1

(2k + 1) · (2m + 4n + 1)!
(9)

と変形できる. ここから nについての帰納法で示す. n = 0はよく知られている結果 (cf.
Corollary 4の証明). n− 1まで成り立つと仮定する. (7)でN = m + nとすると帰納法の仮

定より,

Z (zm
2 x̃ zn

4 ) =
π2n

(2n + 1)!
π2m+2n

(2m + 2n + 1)!

−
n−1∑

k=0

(
m + 2n− 2k

n− k

)
· 4k

(
m + 2n

2k

)
π2m+4n

(2k + 1) · (2m + 4n + 1)!
.

更に (9)を使うとこの式は

Z (zm
2 x̃ zn

4 ) = 4n

(
m + 2n

m

)
π2m+4n

(2n + 1) · (2m + 4n + 1)!

となるので nのときも成立する.
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この Proposition 8 (ii)より (6)の一般化が得られる.

Corollary 9. m, n ∈ Z≥0に対して以下が成立する:

Z (zm
2 x̃ zn

4 ) = 4nZ (zm
2 x̃ (z3z1)n) .

特にm = 0とすると (6)が得られる.

Proof. (8)と

Z (zm
2 x̃ (z3z1)n) =

(
m + 2n

m

)
π2m+4n

(2n + 1) · (2m + 4n + 1)!

([5], [16])より成立する.

Appendix

この Appendixでは Theorem 3の別証明について述べる. 以下の結果は形式的べき級数環
Ĥ = Q 〈〈x, y〉〉 での等式である.

Theorem 10. a, b, c ∈ Z>0とし, この a, b, cに対して

A = za
1

1 + zc
, B = zb

1
1 + zc

, C = S

(
1

1− zc

)

とおく. このとき任意の n ∈ Z>0に対して以下の式が成立する:

1
1− xc

zb

(
1

1− xc
za

1
1− xc

zb

)n−1

= C ∗ 1
1 + zc

B(AB)n−1, (10)
(

1
1− xc

za
1

1− xc
zb

)n

= C ∗ 1
1 + zc

(AB)n. (11)

この定理の証明の前に補題を示す.

Lemma 11. c ∈ Z>0とし, この cに対して

C = S

(
1

1− zc

)

とおく. このとき, 以下の関係式が成り立つ.

1− zc
1

1 + zc
=

1
1 + zc

, (12)

C ∗ 1
1 + zc

= 1, (13)

1 +
∞∑

m=1

zcmC = C. (14)

Proof. (12)は明らかに成立する.
(13)

C ∗ 1
1 + zc

= 1 +
∞∑

n=1

n∑

i=0

S(zi
c) ∗ (−zc)n−i.
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ここで,
n∑

i=0

S(zi
c) ∗ (−zc)n−i = 0 (n ∈ Z>0)

が成り立つので主張が示せる (cf. Theorem 3の証明).
(14) (この証明は井原健太郎さんによる.)

右辺 = S
(
1 + (1− zc)−1zc

)

= S
(
1 + (1− xc−1y)−1xc−1y

)

= 1 +
(
1− xc−1(x + y)

)−1
xc−1y

=
(
1− xc−1(x + y)

)−1(1− xc−1(x + y) + xc−1y
)

=
(
1− xc−1(x + y)

)−1(1− xc)

=
(
1− (1− xc)−1xc−1y

)−1
.

よって,

C =

(
1−

∞∑

m=1

zcm

)−1

= 1 +
∞∑

m=1

zcm

(
1−

∞∑

m=1

zcm

)−1

= 1 +
∞∑

m=1

zcmC.

Proof of Theorem 10. nについての帰納法で (10), (11)を同時に示す. (i) n = 1のとき (10),
(11)が成り立つことを示す.

(10)の右辺 =

(
1 +

∞∑

m=1

zcmC

)
∗

(
zb

1
1 + zc

− zc
1

1 + zc
B

) (
by (12), (14)

)

= zb
1

1 + zc
− zc

1
1 + zc

B +
∞∑

m=1

zcmC ∗ zb
1

1 + zc
−

∞∑

m=1

zcmC ∗ zc
1

1 + zc
B

= zb
1

1 + zc
− zc

1
1 + zc

B

+
∞∑

m=1

zcm

(
C ∗ zb

1
1 + zc

)
+

∞∑

m=1

zb

(
zcmC ∗ 1

1 + zc

)

+
∞∑

m=1

zcm+b

(
C ∗ 1

1 + zc

)
−

∞∑

m=1

zcm

(
C ∗ zc

1
1 + zc

B

)

−
∞∑

m=1

zc

(
zcmC ∗ 1

1 + zc
B

)
−

∞∑

m=1

zc(m+1)

(
C ∗ 1

1 + zc
B

)

= zb

{(
1 +

∞∑

m=1

zcmC

)
∗ 1

1 + zc

}
− zc

{(
1 +

∞∑

m=1

zcmC

)
∗ 1

1 + zc
B

}

+
∞∑

m=1

zcm

{
C ∗

(
1− zc

1
1 + zc

)
B

}
+

∞∑

m=1

zcm+b

(
C ∗ 1

1 + zc

)

−
∞∑

m=1

zc(m+1)

(
C ∗ 1

1 + zc
B

)
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= zb

(
C ∗ 1

1 + zc

)
− zc

(
C ∗ 1

1 + zc
B

)
+

∞∑

m=1

zcm

(
C ∗ 1

1 + zc
B

)

+
∞∑

m=1

zcm+b

(
C ∗ 1

1 + zc

)
−

∞∑

m=1

zc(m+1)

(
C ∗ 1

1 + zc
B

) (
by (12), (14)

)

=
∞∑

m=0

zcm+b

(
C ∗ 1

1 + zc

)
= (10)の左辺

(
by (13)

)
.

よって n = 1のとき (10)は成立する. 次に,

(11)の右辺

=

(
1 +

∞∑

m=1

zcmC

)
∗

(
za

1
1 + zc

B − zc
1

1 + zc
AB

) (
by (12), (14)

)

= za
1

1 + zc
B − zc

1
1 + zc

AB +
∞∑

m=1

zcmC ∗ za
1

1 + zc
B −

∞∑

m=1

zcmC ∗ zc
1

1 + zc
AB

= za
1

1 + zc
B − zc

1
1 + zc

AB

+
∞∑

m=1

zcm

(
C ∗ za

1
1 + zc

B

)
+

∞∑

m=1

za

(
zcmC ∗ 1

1 + zc
B

)

+
∞∑

m=1

zcm+a

(
C ∗ 1

1 + zc
B

)
−

∞∑

m=1

zcm

(
C ∗ zc

1
1 + zc

AB

)

−
∞∑

m=1

zc

(
zcmC ∗ 1

1 + zc
AB

)
−

∞∑

m=1

zc(m+1)

(
C ∗ 1

1 + zc
AB

)

= za

{(
1 +

∞∑

m=1

zcmC

)
∗ 1

1 + zc
B

}
− zc

{(
1 +

∞∑

m=1

zcmC

)
∗ 1

1 + zc
AB

}

+
∞∑

m=1

zcm

{
C ∗

(
1− zc

1
1 + zc

)
AB

}
+

∞∑

m=1

zcm+a

(
C ∗ 1

1 + zc
B

)

−
∞∑

m=1

zc(m+1)

(
C ∗ 1

1 + zc
AB

)

= za

(
C ∗ 1

1 + zc
B

)
− zc

(
C ∗ 1

1 + zc
AB

)
+

∞∑

m=1

zcm

(
C ∗ 1

1 + zc
AB

)

+
∞∑

m=1

zcm+a

(
C ∗ 1

1 + zc
B

)
−

∞∑

m=1

zc(m+1)

(
C ∗ 1

1 + zc
AB

) (
by (12), (14)

)

=
∞∑

m=0

zcm+a

(
C ∗ 1

1 + zc
B

)
= (11)の左辺.

ここで, 最後の等式は (10)の n = 1のときの等式を用いている. よって n = 1のとき (11)は
成立する. (ii) n − 1のとき (10), (11)が成り立つと仮定する. nのときも成り立つことは (i)
と同様の計算をすると示すことができる.

Theorem 3の別証明. (10)で a = b = c = lとおき, degreeが (2n − 1)l + mlの部分を抜き
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出すと,
∑

i1+···+i2n−1=m
i1,...,i2n−1≥0

zl+li1 · · · zl+li2n−1

=
m∑

i=0

S(zi
l ) ∗

∑

j0+···+j2n−1=m−i
j0,...,j2n−1≥0

(−zl)j0zl(−zl)j1zl(−zl)j2 · · · zl(−zl)j2n−2zl(−zl)j2n−1

=
m∑

i=0

(−1)m−i

(
m + 2n− 1− i

2n− 1

)
S(zi

l ) ∗ zm+2n−1−i
l .

これは Theorem 3の nが奇数のときの式である. nが偶数のときは (11)で a = b = c = lと

おき, degreeが 2nl + mlの部分を抜き出すと同様に示せる.

Theorem 10の応用として以下の系がある.

Corollary 12. m ∈ Z≥0, n ∈ Z>0とする.
∑

i1+···+i2n=m
i1,...,i2n≥0

ζ(3 + 2i1, 1 + 2i2, . . . , 3 + 2i2n−1, 1 + 2i2n)

= (−1)m+1

{
m∑

i=0

(22i − 2)B2i

(2i)!
2

(2m + 4n− 2i + 2)!

(
m + 2n− i + 1

2n + 1

)}
π2m+4n

が成立する.

Proof. (11)で a = 3, b = 1, c = 2とし, degreeが 2m + 4nの部分を抜き出すと,
∑

i1+···+i2n=m
i1,...,i2n≥0

z3+2i1z1+2i2 · · · z3+2i2n−1z1+2i2n

=
m∑

i=0

S(zi
2) ∗

∑

j0+···+j2n=m−i
j0,...,j2n≥0

(−z2)j0z3(−z2)j1z1(−z2)j2 · · · z3(−z2)j2n−1z1(−z2)j2n

= (−1)m
m∑

i=0

(−1)iS(zi
2) ∗

(
zm−i
2 x̃ (z3z1)n

)
.

ここで,

ζ?(2, 2, . . . , 2︸ ︷︷ ︸
i

) = (−1)i−1 (22i − 2)B2i

(2i)!
π2i,

Z
(
zm−i
2 x̃ (z3z1)n

)
=

2
(2m + 4n− 2i + 2)!

(
m + 2n− i + 1

2n + 1

)
π2m+4n−2i

が成り立つので主張が導かれる.

Corollary 12において n = 1とすると,

∑

i1+i2=m
i1,i2≥0

ζ(3+2i1, 1+2i2) = (−1)m+1

{
m∑

i=0

(22i − 2)B2i

(2i)!
2

(2m− 2i + 6)!

(
m− i + 3

3

)}
π2m+4.

よって Lemma 5を用いると (2)が導かれる. この考察から (2)の一般化ができるのではと期待
されるがこのアプローチでは残念ながらうまくいかない. (ζ(3, 1, 1, 1)のような形はCorollary
12では出てこない.)
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