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1 はじめに

本稿では,
√

2乗法を持つ種数 2の曲線に対して, その Jacobi多様体の 2等分点および
√

2
等分点について考察する.
その内容は 2007年 12月の数理研における研究集会「代数的整数論とその周辺」でお話し

た「
√

2乗法を持つ種数 2の genericな曲線族について」の結果の考察から, その後得られた結
果の一つである. 数理研での講演の中では, 判別式∆ = 5, 8の実乗法を持つ種数 2の曲線とそ
の曲線上の代数対応を, 射影平面上の 2次曲線に関する幾何学を応用する初等的な方法で構成
し, さらに代数対応が引き起こす写像が, EndC(Jac(X))において判別式∆ = 5, 8の実二次体
の整数環の生成元となることを示した.
我々の大きな目標は, これらの結果をさらに一般化し, 判別式が∆ > 8をみたす実乗法を持

つ種数 2の曲線を構成することである. さしあたり∆ = 12, すなわち
√

3乗法を持つ種数 2の
曲線族を見つけることが当面の課題であるが,

√
3の場合, 数理研における講演で述べたよう

な Ponceletの定理による構成方法をそのまま用いてもうまくいかない. 従って,
√

3乗法を特
徴付ける構造の詳しい研究, すなわち曲線の Jacobi多様体の

√
3等分点の全体からなる群を調

べることが必要である. そこで本稿では, すでに構成されている
√

2乗法を持つ曲線Xについ

て, その
√

2等分点の全体からなる群を調べ, 次のような結果が得られた. 今後はこれを手掛
かりとして研究を進めていきたい.

Theorem 1.1.
√

2乗法 φ : Pic0(X) → Pic0(X), φ2 = idを持つ曲線X について,
√

2等分点
の全体からなる群 KerφはWeil pairingに関して Pic0(X)[2]のmaximal isotropic subgroup
をなす.

2 Humbert の結果

数理研での講演と多少重複するが, 後半で使う結果を述べておく.
射影平面 P2の双対空間を (P2)∗ = {P2内の直線 }, また, D ⊂ P2を 2次曲線 (conic)とした

ときD∗でDの接線全体の集合を表すことにする. 本稿を通じて, D0, D1は 4点で交わる射
影平面 P2 上の相異なる 2次曲線を表すものとする. D0 上の点列K = (P1, . . . , Pn+1)がD1

に関するPonceletの折れ線である, とは Pi+1 6=Pi−1かつ Piと Pi+1を結ぶ直線 PiPi+1が全て

D1に接することをいう. 更に P1 = Pn+1のときK を Ponceletの n角形という.

Theorem 2.1 (Poncelet, 1822). D0, D1を 4点で交わる射影平面 P2上の相異なる 2次曲
線, nを 3以上の整数とする. このとき PiPi+1 ∈ D1

∗, Pn+1 = P1 (1 ≤ i ≤ n) をみたすD0上

の n個の点列が存在するなら, 任意のQ1 ∈ D0に対しQiQi+1 ∈ D1
∗, Qn+1 = Q1 をみたす点

列Q2, . . . , Qn+1が存在する.
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Humbertはテータ関数やKummer曲面の理論を用いてPonceletの多角形と判別式∆ = 5, 8
の実乗法を持つ種数 2の曲線との関係を導いた. ∆ = 8の場合, その結果は次のように述べら
れる.

Theorem 2.2 (Humbert [5]). K = (P1, . . . , P4)をD0, D1に対する Ponceletの 4角形と
し, P5, P6 を D0 と D1 の交点とする. このとき, D0 の 2重被覆 X でその分岐点がちょうど

{P1, . . . , P6} となるものは種数 2の曲線で, その Jacobi多様体は二つの楕円曲線の積に分解
する (∆ = 4の場合)か, ∆ = 8の実乗法を持つ. 後者の場合は Z[

√
2] ⊆ End(JacX)となる.

Theorem 2.3 (Humbert [5]). X を次式で定義される種数 2の曲線とする.

X : y2 = x(x− x1)(x− x2)(x− x3)(x− x4).

このとき, Jac(X)が∆ = 8の実乗法を持つ必要十分条件は x1, . . . , x4の適当な並べ替えに対

して等式H8(x1, . . . , x4) = 0 が成立することである. ここにH8は

H8(x1, x2, x3, x4) = 4x1x2x3x4

(
(x1 + x3)(x2 + x4)− 2(x1x3 + x2x4)

)2

− (x1 − x3)2(x2 − x4)2(x1x3 + x2x4)2.

3 平面2次曲線上の代数対応

実乗法を持つ代数曲線の構成において重要になるのが平面 2次曲線 (conic)に対するPoncelet
型の代数対応 T である. D0, D1⊂P2を 4点で交わる 2次曲線, P をD0上の一般の点とする

と P からD1には 2本の接線 `, `′が引け, それぞれのD0との (P とは異なる)交点Q1, Q
′
1が

得られる. このようにして P 7→ {Q1, Q′
1}なる 2次の代数対応

T = {(P, Q) ∈ D0×D0 | ` := PQ ∈ D1
∗}

が得られる. 最初の問題は, T の定義方程式を具体的に求めることであるが, ここでは簡単の
ため, D0を

D0 : y = x2 (1)

と取り, D0 3 (x, x2) 7→ x ∈ P1によってD0と P1を同一視する. もう一方の 2次曲線D1は

一般形

D1 : c6 + c4x + c1x
2 + c5y + c3xy + c2y

2 = 0, ci ∈ C (2)

で与えておく. このとき, 上記の代数対応を考えると, D0 上の一般の位置にある 2点 P =
(x, x2), Q = (z, z2)を通る直線がD1に接する条件を書き下すことにより次の結果を得る. P2

における 2つの 2次曲線D0, D1が上式 (1), (2)で与えられるとき, D0上の Poncelet型の代
数対応 T の定義方程式は次式で与えられる:

A1(x, z) := a6 + a4xz + a1x
2z2 + a5(x + z) + a2xz(x + z) + a3(x + z)2 = 0,

(3)

(a1, a2, a3, a4, a5, a6) = (−4c1c2 + c2
3,−2(2c2c4 − c3c5), c2

5 − 4c2c6

− 2(c3c4 − 2c1c5), 2(c4c5 − 2c3c6), c2
4 − 4c1c6). (4)
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ここで, A1(x, z)は x, zの対称式で各変数について 2次式であることに注意する. また, (4)を
逆に解いて {ai}から {ci}を求めるには根号が必要だが, 次の結果は 2次曲線D1が A1(x, z)
から有理的に決定されることを示している. c1, . . . , c6を独立変数とし,

λ := 8(c2c4
2 − c3c4c5 + c1c5

2 − 4c1c2c6 + c3
2c6)

とおく. λ 6= 0のとき, (a1, . . . , a6)を (4)で定めると次の恒等式が成立する:




λc1 = (a4
2 − 4a1a6)/2,

λc2 = (a2
2 − 4a1a3)/2,

λc3 = a2a4 − 2a1a5,

λc4 = a4a5 − 2a2a6,

λc5 = 2a3a4 − a2a5,

λc6 = (a5
2 − 4a3a6)/2.

次に上で述べた代数対応 T の合成を考える. T 2 = T◦T は 4価の代数対応になるが, 定義よ
りそのうちの 2価は恒等写像であり, 残りの 2価の部分が長さ 2の Ponceletの折れ線によっ
て得られる点を対応させる代数対応 T2を定める. 作図からわかることだが, T2の定義方程式

A2(x, z) = 0は終結式を用いて

A2(x, z) =
1

(x− z)2
Resu

(
A1(x, u), A1(z, u)

)

によって与えられる. 右辺の (x − z)2 は恒等写像にあたる部分である. 係数を整理すれば
A2(x, z)は (3)と同様に

A2(x, z) = a′6 + a′4xz + a′1x
2z2 + a′5(x + z) + a′2xz(x + z) + a′3(x + z)2 (5)

と書ける. ここで a′1, . . . , a
′
6は a1, . . . , a6の 4次同次式である.

以上の結果を用いると, Ponceletの 4角形に関して次の補題が得られる.

Lemma 3.1. D0, D1に対して Ponceletの 4角形が得られるための必要十分条件は, (5)が完
全平方式になることである.

A2(x, z) = c ·B(x, z)2, (c は定数).

Remark 3.2. B(x, z) = 0はD0の対合写像 (involution)

(x, x2) ∈ D0 7→ (z, z2) ∈ D0

を与えている. このとき z = xとも記す.

Remark 3.3. 参考までに 5角形の場合も述べておくと, D0, D1に対して Ponceletの 5角形
が得られるための必要十分条件は, 上記のA1(x, z), A2(x, z)に対し次式が成り立つことである.

1
(x− z)2

Resu(A2(u, z), A2(u, x)) = c′·A1(x, z), (c′ は定数).
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4 種数 2 の曲線とPoncelet型代数対応の持ち上げ

一般に種数 2の曲線は超楕円曲線となる. これを射影直線 P1の二重被覆とみなすと, ちょ
うど 6個の点で分岐する. 本研究の基本的アイデアの一つは, P1を射影平面上の 2次曲線D0

で置き換え, 前節の結果を種数 2 の曲線と関連付けることである.
比較のため, まず∆ = 5の場合の結果について述べる (詳細は [7]参照). この場合, 分岐点
としてD0に内接するPonceletの 5角形の 5頂点 P1, . . . , P5を選ぶ. すると分岐点が 1個不足
するが, 残りの 1個は 2つの 2次曲線の交点から選ぶことにする. 簡単な議論から曲線の同型
類は 4点のうちどの 1点を選んでも変わらないことがわかる. この点を P6とし, 今後のために

Pi = (xi, x
2
i ) (1 ≤ i ≤ 6)

と定める. このとき A1(x, x6) = c (x− α)2, A2(x, x6) = c′(x− β)2をみたす α, βがそれぞれ

唯一存在する (c, c′ は定数).
以上の設定の下で, 超楕円曲線

X : y2 = f(x) := (x− x1)(x− x2)(x− x3)(x− x4)(x− x5)(x− x6) (6)

が得られる. 更に, X 上の有理関数

j(x) := (x− x6)(x− α)(x− β)

を考える. このとき次の定理が成り立つ (詳細は [7]参照).

Theorem 4.1 ([7], ∆ = 5). π : X → D0 を上記の 2重被覆写像とするとき, D0 上の

Poncelet型代数対応 T = T1, T2をX 上の 2次の代数対応 T̂1, T̂2に持ち上げることができる.
T̂i ⊂ X×X は次のように定まる:

(
(x, y), (u,w)

) ∈ T̂i (i = 1, 2) def⇐⇒ j(u)y = j(x)w, A1(x, u) = 0.

さらに, T̂iは Pic0(X)の自己準同型 φiを引き起こし, 次式が成立する.

φi
2 + φi − 1 = 0 (i = 1, 2).

一方 ∆ = 8の場合は Ponceletの 4角形の 4頂点 P1, . . . , P4 の他にもう 2点を選ぶ必要が
あるが ∆ = 5 の場合と違い, D0 ∩ D1 から 2 点を選ぶ際は少々注意が必要である. 実際,
D0, D1 の 4つの交点 D0 ∩ D1 = {P5, P

′
5, P6, P

′
6}は対合 (involution) B(x, z) = 0によって

2点ずつ対になって, B(x5, x
′
5) = 0, B(x6, x

′
6) = 0をみたすことがわかる. 更に A1(x, x5) =

c(x− η1)2, A1(x, x6) = c′(x− η2)2をみたす η1, η2 ∈ Cがそれぞれ唯一決まる. よって∆ = 8
の場合は 6個の分岐点として, Ponceletの 4角形の頂点 Pi(1 ≤ i ≤ 4)と P5, P6 ∈ D0 ∩D1を

選ぶことにする. すなわち B(x5, x6) 6= 0となるようにD0, D1の 2つの交点を選んで, 種数
2の曲線を方程式 (6)によって定める. この曲線上への前節のD0上の代数対応 T の「持ち上

げ」を考える. その際, 鍵になるのが次の補題である. まず P∞を x = ∞に対応するD0の点

とし, P∞からD1への 2本の接線が再びD0と交わる点をQ∞, Q′∞ ∈ D0とする.

Lemma 4.2 (∆ = 8). 上記のQ∞, Q′∞の座標をQ∞ = (u∞, u∞2), Q′∞ = (u′∞, u′∞
2)とし,

X 上の有理関数を

j(x) :=
(x− x1)(x− x2)(x− x3)(x− x4)(x− η1)(x− η2)

(x− u∞)3(x− u′∞)3
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とおくと, 次が成り立つ. ただし, B(x, x) = 0.

(1) j(x) = −j(x),

(2) A1(u, xi) = 0 (i = 1, 2) ⇒ f(x1)f(x2) = j(u)2.

ここで定義した有理関数 j(x)により, ∆ = 8の場合の代数対応 T の「持ち上げ」の存在と

その表示式を与えることが可能になる.

Theorem 4.3 (∆ = 8). 超楕円曲線X を上のように定めるとき, D0上の Poncelet型代数対
応 T をX上の 2次の代数対応 T̂ に持ち上げることができる. T̂ ⊂ X×Xは次のように定まる:
A1(x, ui) = 0 (i = 1, 2), B(u1, u2) = 0とするとき

(
(x, y), (ui, wi)

)
∈ T̂ (i = 1, 2) def⇐⇒ w1w2 = j(x). (7)

このとき, T̂ は Pic0(X)の自己準同型 φiを引き起こし, 次式が成立する:

φ2 − 2 = 0.

最後の関係式は, 以下の様に因子の計算から証明できる.

φ : (u,w) 7→ (x1, y1) + (x2, y2),

φ2 : (u,w) 7→ (u,w) + (u, w1) + (u,w) + (u, w2)

= (u,w) + (u, w1) + (u,w) + (u,−w1)

より

φ2 − 2id : (u,w) 7→ (u, w1) + (u,−w1)

= div(x− u)0 ∼ div(x− u)∞ = div(x)∞

となり, これは Pic0(X)で φ2 − 2がゼロ写像であることを示している.

Remark 4.4. 上記の定理における代数対応 T̂ の定義式 (7)は正確には X×X の座標関数

x, y, u, wの有理式ではない. u1, u2は uの 2次方程式A1(x, u) = 0の根であるから 2次の代数
関数であることに注意すると, 実際には, (7)が u1, u2, およびw1, w2に関して対称形であるこ

とから T̂ が有理的に表示されることがわかる.

Remark 4.5. B(x5, x6) = 0なる組を選んでX を定めると, その Jacobi多様体は∆ = 4の
“singular relation”をみたし, 楕円曲線の積と同種 (isogenous)になることが示される.

さて, 定理 4.2の主張はPonceletの 4角形の上には一箇所で交差した形のいわば 8角形型の
2重被覆があるというものだった. よってPonceletの 4角形の各頂点の持ち上げが φによって

どのような写像に移るかはわかった. さらに定理 4.2の考察により 2つの conicの交点に関し
て次の命題を得る. まず, 4つの交点の x 座標を α = P5, β = P6, γ, δとする.

Proposition 4.6. 先に求めた φによって P5, P6はそれぞれ以下のように移る.

φ : P5 = (α, 0) 7→ (η1, ξ1) + (η1,−ξ1),

P6 = (β, 0) 7→ (η2, ξ2) + (η2,−ξ2).
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Proposition 4.7.

φ : (η1, ξ1) 7→ P5 + (δ, ζ1),

(η2, ξ2) 7→ P6 + (γ, ζ2)

とすると

φ : (η1,−ξ1) 7→ P5 + (δ,−ζ1),

(η2,−ξ2) 7→ P6 + (γ,−ζ2).

5 2等分点の決定と構造

以後, 簡単のため分岐点のうちの 1つを 1次分数変換で∞とし, 5次型の曲線 X : y2 =∏5
i=1(x− xi)について考える. つまり分岐点は Pi = (xi, 0) (1 ≤ i ≤ 5), P∞ = (∞,∞). この
とき, 任意の iについて

div(x− xi) = 2Pi − 2P∞
= 2(Pi − P∞)

∼ 0.

よって, Pi − P∞ ∈ Pic0(X)[2]であり, 等分点の集合が群構造を持つことにより

{Pi1 + · · ·+ Pik − kP∞|{i1, . . . , ik} ⊆ {1, . . . , 5}} ⊆ Pic0(X)[2] ' (
Z

/
2Z

)⊕4
. (8)

ここで, 左辺の集合では, 見かけ上 25 = 32個の元が表示されているが, Pic0(X)[2]の位数は
16であるので, 同一の元が 2回ずつ重複しているのではないかと考えられる. 実際,

div(y) = P1 + P2 + P3 + P4 + P5 − 5P∞
∼ 0

より

P2 + P3 + P4 + P5 − 4P∞ ∼ P∞ − P1 ∼ P ′
1 − P∞,

P3 + P4 + P5 − 3P∞ ∼ −P1 − P2 + 2P∞ ∼ P ′
1 + P ′

2 − 2P∞

であるので, 以後, 原点と P − P∞, P + Q− 2P∞の形の因子のみ考えればよく, P − P∞, P +
Q− 2P∞が互いに非線形同値であることが確かめられれば (8)において等号が成り立つこと
がわかる. これは以下に述べる命題 5.5にから直ちに導かれる.
簡単のため, Xは上記のように 5次型の曲線 y2 =

∏5
i=1(x−xi)であるとする. このとき, 任

意のD ∈ Div0(X)は次に定義される semi-reduced divisor, reduced divisorと線形同値にな
ることが示される. これはよく知られた事実であるが ([1]参照), 本稿において果たす役割の重
要性を考慮して, 証明を与えておく.

Definition 5.1. 次数 0の因子D ∈ Div0(X)は, ある n ∈ Nが存在して
D = P1 + · · ·+ Pn − nP∞, Pi 6= P∞

と書けるとき, semi-reduced divisor であるという. 特に n = 1 のとき, または n = 2 で
P2 6= P1のとき reduced divisorという. ただし, P = (x, y) ∈ X に対して P := (x,−y)とお
く (hyperelliptic involution).
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Lemma 5.2. 種数 2の曲線上の 2位の関数は xの 1次分数式に限る.

Proof. 仮定より
div(g) = P + Q− (R + S).

このとき x(R) = a, x(S) = bとすると

div(x− a) = R + R′ − 2P∞,

div(x− b) = S + S′ − 2P∞.

さらに g0 = g(x− a)(x− b)とおくと

div(g0) = P + Q + R′ + S′ = 4P∞

となる. すなわち

g0 ∈ L(4P∞) := {g ∈ C(X)× | div(g) + 4P∞ Â 0} ∪ {0}

すると, Riemann-Rochの定理よりベクトル空間L(4P∞)は 3次元で, 基底として 1, x, x2が取

れるので g0 = a0 + b0x + c0x
2と書ける. すなわち

g =
a0 + b0x + c0x

2

(x− a)(x− b)
.

もしこれが既約なら gは 4位の関数となり仮定に反する. よって可約であり 2位の関数は xの

1次分数式に限ることがわかる.

Proposition 5.3. 任意の次数 0の因子D ∈ Div0(X) (D 6= 0)は semi-reduced divisorと線
形同値である.

Proof. D ∈ Div0(X), D 6= 0に対し,

D = D0 −D∞, D0 = Q1 + · · ·+ Qn, D∞ = Q′′
1 + · · ·+ Q′′

n

と書くことにする. Q′
j := Q′′

j = (bj ,−cj)によって

div(x− bj) = Q′
j + Q′′

j − 2P∞
∼ 0.

ゆえに−Q′′
j ∼ Q′

j − 2P∞が各 jについて成立するので

D = Q1 + · · ·+ Qn − (Q′′
1 + · · ·+ Q′′

n)

∼ Q1 + · · ·+ Qn + Q′
1 + · · ·+ Q′

n − 2nP∞.

Proposition 5.4. 任意の次数 0の因子D ∈ Div0(X) (D 6= 0)は reduced divisorと線形同値
である.
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Proof. 命題 5.3と帰納法によって n = 3の場合を示せば十分である. よってD = Q1 + Q2 +
Q3− 3P∞を考える. D′ = 5P∞− (Q1 +Q2)をとると, Riemann-Rochの定理よりL(D′)の次
元は 2となる. したがってD′の基底を g1, g2とすると

∃a, b s.t. g = ag1+bg2, g(Q3) = 0.この

とき, gが高々5位の関数であることから ∃Q4, Q5 s.t. div(g) = Q1+Q2+Q3+Q4+Q5−5P∞.

ここで x(Q4) = x4, x(Q5) = x5とすると div(x− xi) = (Qi + Qi
′ − 2P∞) ∼ 0 (i = 4, 5)とな

ることを用いて

D ∼ D − div(g)

= (−Q4 −Q5 + 2P∞) + (Q4 + Q′
4 − 2P∞) + (Q5 + Q′

5 − 2P∞)

= Q′
4 + Q′

5 − 2P∞.

Proposition 5.5. 2つの異なる reduced divisorは互いに非線形同値である.

Proof. P + Q − 2P∞, R + S − 2P∞の場合を示せば後は同様に議論できる. もしこの 2つが
線形同値なら ∃g s.t. div(g) = P + Q− (R + S). よって補題 5.2より g = (ax + b)(cx + d)−1

と書ける. 分子の零点が x = −b/aであることから x(P0) = −b/aとすると div(ax + b) =
P0 + P ′

0 − 2P∞. 分母についても x(Q0) = −d/cとすると div(cx + d) = Q0 + Q′
0 − 2P∞. よっ

て div(g) = P0 + P ′
0 − (Q0 + Q′

0) ∼ 0.元の gと見比べて P とQが互いに共役であることがわ

かり仮定に反する.

以上の議論をあわせると

Pic0(X)[2] = {Pi1 + · · ·+ Pik − kP∞|{i1, . . . , ik} ⊆ {1, . . . , 5}}
= {Pi1 + · · ·+ Pik − kP∞|{i1, . . . , ik} ⊆ {1, 2}}.

6
√

2等分点の決定と構造

4章で構成した曲線 X : y2 =
∏6

i=1(x− xi)に対して 2等分点及び
√

2等分点を考える. た
だし分岐点は Pi = (xi, 0) (1 ≤ i ≤ 6), x5 = α, x6 = β. このとき任意の iに対し div(x− xi) =
2Pi − (P∞ + P ′∞) であることから

div
(

x− xi

x− xj

)
= 2Pi − (P∞ + P ′

∞)− (2Pj − (P∞ + P ′
∞))

= 2(Pi − Pj) ∼ 0.

よって種数 2の曲線が 6次型の場合, 前節と同じ議論をすれば

Pic0(X)[2] = {Pi − Pj |i < j} ∪ {0}

であることがわかる.
ここで, 定理 4.3より Ponceletの 4角形から構成した φが Pic0(X)上で φ2 − 2 id = 0をみ
たすことより

Kerφ ⊂ Pic0(X)[2].
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よって, Pic0(X)[2]の各元に φを施しKerφの元となるものを探すことにする. 第 4章の結果
から, φによる Pic0(X)[2]の各元の像は次の表のようになることがわかる.

D ∈ Pic0(X)[2] φ(D)
P1 − P2 φ(P1 − P2) = P2 + P4 − (P1 + P3).
P2 − P3 φ(P2 − P3) = P1 + P3 − (P2 + P4).
P3 − P4 φ(P3 − P4) = P2 + P4 − (P1 + P3).
P4 − P5 φ(P4 − P5) = P1 + P3 − ((η1, ξ1) + (η1,−ξ1)).

P5 − P6

φ(P5 − P6) = (η1, ξ1) + (η1,−ξ1)− ((η2, ξ2) + (η2,−ξ2))
∼ div(x− η1)0 − div(x− η2)0
∼ div(x− η1)∞ − div(x− η2)∞
∼ div(x)∞ − div(x)∞ = 0.

P1 − P3 φ(P1 − P3) = P2 + P4 − (P2 + P4) = 0.

P2 − P4 φ(P2 − P4) = P1 + P3 − (P1 + P3) = 0.

P3 − P5 φ(P3 − P5) = P2 + P4 − ((η1, ξ1) + (η1,−ξ1)).
P4 − P6 φ(P4 − P6) = P1 + P3 − ((η2, ξ2) + (η2,−ξ2)).
P1 − P4 φ(P1 − P4) = P2 + P4 − (P1 + P3).
P2 − P5 φ(P2 − P5) = P1 + P3 − ((η1, ξ1) + (η1,−ξ1)).
P3 − P6 φ(P3 − P6) = P2 + P4 − ((η2, ξ2) + (η2,−ξ2)).
P1 − P5 φ(P1 − P5) = P2 + P4 − ((η1, ξ1) + (η1,−ξ1)).
P2 − P6 φ(P2 − P6) = P1 + P3 − ((η2, ξ2) + (η2,−ξ2)).
P1 − P6 φ(P1 − P6) = P2 + P4 − ((η2, ξ2) + (η2,−ξ2)).

さらに

div(y) = P1 + P2 + P3 + P4 + P5 + P6 − 3(P∞ + P ′
∞),

div(x− x3) = 2P3 − (P∞ + P ′
∞),

div(x− x4) = 2P4 − (P∞ + P ′
∞)

より

P1 − P3 + P2 − P4 − (P5 + P6)

= P1 + P2 + P3 + P4 + P5 + P6 − 2(P3 + P4 + P5)

∼ 3(P∞ + P ′
∞)− 2(P∞ + P ′

∞)− 2P5

= P∞ + P ′
∞ − 2P5 ∼ 0.

すなわち P1 − P3 + P2 − P4 ∼ P5 + P6であることがわかり, 次の結果が得られた.

Theorem 6.1.
√

2乗法 φ : Pic0(X) → Pic0(X)を持つ曲線Xについて,
√

2等分点の全体か
らなる群 Kerφは P1 − P3, P2 − P4で生成されWeil pairingに関して Pic0(X)[2]のmaximal
isotropic subgroupをなす.

Proof. Kerφが位数 4の Pic0(X)[2]の部分群であることはすでに示した. Divisorに対する
Weil pairingの定義として次のようなものが知られている ([2]参照).
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Definition 6.2. D1, D2 ∈ Pic0(X)[n]に対し nD1 ∼ 0, nD2 ∼ 0より ∃f1, f2 ∈ C(X)× s.t.
div(f1) = nD1,div(f2) = nD2. SuppD1 ∩ SuppD2 = ∅のときWeil pairing e(D1, D2)は次の
ように定義される.

e(D1, D2) :=
f1(D1)
f2(D2)

, f(D) =
l∏

i

f(Pi)ai , D =
l∑

i=1

aiPi.

この定義にしたがって計算してみると P1−P3, P2−P4に対してWeil pairingの値が 1にな
ることが確かめられる.

2(P1 − P3) = div
(

x− x1

x− x3

)
, 2(P2 − P4) = div

(
x− x2

x− x4

)

と書けることより,

fP1−P3 =
x− x1

x− x3
, fP2−P4 =

x− x2

x− x4

としてWeil pairingを計算すると

e(P1 − P3, P2 − P4) =
fP1−P3(P2 − P4)
fP2−P4(P1 − P3)

=
fP1−P3(P2)/fP1−P3(P4)
fP2−P4(P1)/fP2−P4(P3)

=
(x2 − x1)/(x2 − x3) · (x3 − x2)/(x3 − x4)
(x4 − x1)/(x4 − x3) · (x1 − x2)/(x1 − x4)

= 1.

これでKerφが isotropic subgroupであることが示された. maximalであることは, Weil pairing
の非退化性から直ちに従う.
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