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1 導入

本稿では Shanksの生成的 3次多項式の数論, とくに特殊化に関する不変量について考察す
る. まず生成的多項式の定義について述べる.

定義. Gを有限群, kを体とする. 関数体 k(t)上の多項式F (t, X) ∈ k(t)[X], t = (t1, t2, . . . , tm)
が以下の条件を満たすとき, F (t, X)は k上生成的なG多項式である, という.

体 k上の任意の拡大体K について, K の全てのガロアG拡大 LはK 上のある特

殊化 s = (s1, s2, . . . , sm) ∈ Kmにより L = SplKF (s, X)と表わされる.

例えばクンマー多項式Xn− tは生成的多項式の典型的な例である, つまりXn− tは n円分

体Q(ζn)上生成的な n次巡回多項式である. 但し ζnは Q̄内の 1の原始 n乗根とする. 生成的
多項式に関しては以下のような問題が考えられる.

部分体問題 (Subfield problem)(S問題). 体K 上の 2つの特殊化 a, bで与えられる拡大体

たち SplKF (a, X),SplKF (b, X)が SplKF (a, X) ⊆ SplKF (b, X) となるための条件を a, b, K

の言葉で記述せよ.

同型問題 (Isomorphism problem)(I問題). 体K 上の 2つの特殊化 a, bで与えられる拡大

体たち SplKF (a, X),SplKF (b, X)が等しくなるための条件を a, b, K の言葉で記述せよ.

分岐およびフロベニウス問題 (Ramification and Frobenius problem)(RF問題). 体K

上の拡大体 SplKF (s, X)の分岐およびフロベニウス置換を s, K を用いて計算する方法を与

えよ.

アルゴリズム問題 (A問題). 与えられた数論的性質を満たすガロアG拡大体たちについて, そ
れらを実現するための特殊化を見つける計算法を与えよ.

生成的多項式のアルゴリズム問題の解決は類体の構成問題に有効である. 以前の論文 [5]では
ShanksのQ上生成的な 3次巡回多項式 F (t,X) = X3 − 3tX2 − (3t + 3)X − 1のアルゴリズ
ム問題を解くことにより, 与えられた導手をもつQ上の 3次巡回体を全て求めるアルゴリズム
を完成させた. 本稿では, 論文 [5]でえられた幾つかの補題を用いて Shanksの多項式 F (t,X)
のある性質について考察する.

2 知られている性質について

多項式 F (t,X)を Shanksの 3次多項式

F (t,X) = X3 − 3tX2 − (3t + 3)X − 1
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とする. 3次巡回体 (Q上の 3次ガロア拡大でそのガロア群が 3次巡回群 C3に同型な体)全体
の族を Lと書く.

補題. F (t,X)はQ上生成的な 3次巡回多項式である.

補題. 多項式 F (t,X)の多項式判別式 discXF (t,X)は 34(t2 + t + 1)2である.

有理数 s ∈ Qに対してF (s,X)のQ上の最小分解体SplQF (s,X)をLsと書く. 集合SCF (Q)
を

SCF (Q) = {s ∈ Q|3s ∈ Z かつ µ((3s)2 + 3(3s) + 9) 6= 0}
と定義する, ただし µはメビウス関数とする. ここで整数m ∈ Zに対して µ(m) 6= 0であるこ
とはmが平方因子を持たないことと同値である. この集合の元 s ∈ SCF (Q)で構成される 3
次巡回体 Lsは simplest cubic fieldと呼ばれている ([11]).

補題 (Washington [13]). s ∈ SCF (Q)に対して体 Lsの体判別式 disc(Ls)は 34(s2 + s + 1)2

に等しい. F (s,X) = 0の解の 1つを x ∈ Q̄とするとLsの整数環O(Ls)は加群として 1, x, x2

または 1, x, σ(x)で生成される, つまりO(Ls) = Z+ Zx + Zx2 = Z+ Zx + Zσ(x)である. 但
し σはガロア拡大 Ls/Qのガロア群Gal(Ls/Q) ' C3の生成元とする.

補題 (Washington [13]). s ∈ SCF (Q)に対して x, σは上の補題と同じとする. このとき体 Ls

の単数群O(Ls)×は乗法群として−1, x, σ(x)で生成される, つまり

O(Ls)× = {±xm1σ(x)m2 |m1,m2 ∈ Z}

である.

注意. Shanksの 3次多項式 F (t,X)の同型問題はMorton [6] (1994)と Chapman [1] (1996)
によって解決されている. F (t,X)の一般化 R(t,X)が陸名氏 [9] (2002)によって与えられて
いる. 陸名氏の巡回多項式R(t,X)の同型問題, 分岐およびフロベニウス問題を筆者 [4] (2004)
が解決している. Shanksの 3次多項式 F (t,X)のアルゴリズム問題を筆者 [5] (2007)が解決
している.

補題. 有理数 s ∈ Qに対して v2(s) ≥ 0ならば F (s,X)は有限体 F2上既約である, ただし vp

は p進的加法付値とする. 特に s ∈ Qに対して 3s ∈ Zならば F (s,X)は有理数体Q上既約で
あり, Ls ∈ Lである.

系. {Ls|s ∈ Q ∩ Z2} ( L, ただし Z2は 2進整数環とする.

証明. 1つ上の補題により, s ∈ Q ∩ Z2ならば拡大 Ls/Qで 2は惰性する. しかし 3次巡回体
には素数 2が完全分解するものも存在する. 例えば導手が 31の 3次巡回体 L ∈ Lについて素
数 2は拡大 L/Qで完全分解する. よって補集合 L − {Ls|s ∈ Q ∩ Z2}は空ではない.

注意. 多項式 F (t,X)の生成性から {Ls|s ∈ Q} = L ∪ {Q}である.

補題 (小松 [5]). 有理数 s ∈ Qに対して v2(s) ≥ 0ならば Ls ∈ Lであり, 拡大 Ls/Qで 2は惰
性する. 有理数 s ∈ Qに対して v2(s) < 0かつ Ls ∈ Lであるならば, 拡大 Ls/Qで 2は完全分
解する.

補題. 3次巡回体 L ∈ Lと 3以外の素数 pに対して, 拡大 L/Qで pが分解するならば L = Ls

かつ vp(s) = −1となる有理数 s ∈ Qが存在する.
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3 ある不変量について

関数体 Q(t)上の拡大体 SplQ(t)F (t,X)のガロア群 Gal(SplQ(t)F (t,X)/Q(t))は 3次巡回群
C3 に同型であることから {Ls|s ∈ Q} ⊆ L ∪ {Q}である. 実際は多項式 F (t,X)の Q生成
性により, 特殊化で与えられる拡大体たちの族 {Ls|s ∈ Q}は族 L ∪ {Q}に等しい. 3次巡回
体 L ∈ Lに対してその体を実現する特殊化の集まり {s ∈ Q|Ls = L} を VL と書く. ここで
F (t,X)の生成性により VL 6= ∅である. 有理数 s = a/b ∈ Q (a, b ∈ Z, gcd(a, b) = 1)に対し
てH(s)を sのベイユ高さ, つまり H(s) = max{|a|, |b|}とする. 3次巡回体 L ∈ Lの不変量
HLをHL = min{H(s)|s ∈ VL}で定義する. Lの導手を fLと書き, fLの 3と素な部分を gL

と書く. ここで 3 | fLならば gL = fL/9となりそれ以外は gL = fLであることに注意する. こ
のとき次の大変興味深い不等式が成り立つ.

命題A(小松 [5]).

1 <
HL√
gL/3

< 2.

この比HL/
√

gL/3をRLと書く. 導手がある一定以下の 3次巡回体 L全体に対してRLの

分布 (点 (fL, RL)の分布)図は次のページの通りである. 3つの図での導手の上限はそれぞれ
37 = 2187, 39 = 19683, 311 = 177147である. これら図から容易に推測できるが, 次の命題が
成り立つ.

命題B. 集合 {RL|L ∈ L}は集合 [1, 2] = {r ∈ R|1 ≤ r ≤ 2} で稠密である. 特に命題 Aの不
等式は最良である.

実数 ξ ∈ Rと正の実数 ε > 0に対して 4条件

(1) b ≥ 1, b ∈ 3Z
(2) −b/2 < a < b

(3) |a/b− ξ| < ε

(4) µ(a2 + ab + b2) 6= 0

を満たす整数 a, bの組 (a, b)全体の集合をW (ξ, ε)と書く.

命題C. 不等式 −1/2 ≤ ξ ≤ 1を満たす任意の実数 ξ ∈ Rと任意の正の実数 ε > 0に対して
W (ξ, ε) 6= ∅である.

証明. −1/2 ≤ ξ < 1となる有理数 ξ ∈ Qを 1つ固定する. 整数α ∈ Zと正の整数 β ≥ 1を ξ =
α/βとなるものとする. 正の整数m ∈ Z, m ≥ 1に対して数列 {am}, {bm}を am = 3αβm+1,
bm = 3β2m で定義する. ここで−β/2 ≤ α < βより, m ≥ 1ならば−bm/2 < am < bmである

ことに注意する. 正の実数 ε > 0に対して, m > (3β2ε)−1ならば |am/bm−ξ| < εである. いま
qα,β(X) = 9(α2 +αβ +β2)β2X2 +3(2α+β)βX +1と定義すると a2

m +ambm + b2
m = qα,β(m)

である. Nagellの定理 [7]によりµ(qα,β(m)) 6= 0となる正の整数mが無数に存在することが分

かる. 以上から共通部分W (ξ, ε)∩{(am, bm)|m ≥ 1} は無限集合である. 従って−1/2 ≤ ξ < 1
となる有理数 ξ ∈ Qに対してW (ξ, ε)は空集合ではない. 集合 {ξ ∈ Q| − 1/2 ≤ ξ < 1}は集
合 {ξ ∈ R| − 1/2 ≤ ξ ≤ 1}で稠密であることに注意する. よって −1/2 ≤ ξ ≤ 1となる実数
ξ ∈ Rに対してW (ξ, ε)は空集合ではない.
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命題D. 整数 a, bを条件 b ≥ 1, a ≥ −b/2, a2 + ab + b2 6≡ 0 (mod 3), µ(a2 + ab + b2) 6= 0を
全て満たすものとする. このとき s = a/bに対してHLs = H(s)が成り立つ.

証明. 論文 [5] Proposition 2.7参照.

命題Bの証明. 1 ≤ r ≤ 2である実数 r ∈ Rに対して ξ = (−1 +
√
−3 + 12/r2)/2 ∈ Rとお

く. このとき−1/2 ≤ ξ ≤ 1である. 正の実数 ε > 0を 1つ固定すると補題 Cから集合W (ξ, ε)
は空でないのでその集合の元を 1つとり (a, b)とおく. ε′ = a/b− ξ ∈ Rとおくと定義より

r =
√

3
ξ2 + ξ + 1

=

√
3

(a/b + ε′)2 + (a/b + ε′) + 1

であり |ε′| < εである. いま s = a/bとおくと µ(a2 + ab + b2) 6= 0より Ls の導手 fLs は

a2+ab+b2であり, fLsの3と素な部分gLsもa2+ab+b2に等しくなる. 一方,補題 DからHLs =
max{|a|, |b|} = bである. よって RLs = b/

√
(a2 + ab + b2)/3 =

√
3/((a/b)2 + (a/b) + 1)と

なる. 以上の議論は任意の正の実数 ε > 0に対してできるので |r − RLs |がいくらでも小さく
なる有理数 s ∈ Qが存在することが分かる. 従って |r − RL|がいくらでも小さい 3次巡回体
L ∈ Lが存在する. よって集合 {RL|L ∈ L}は閉集合 [1, 2]で稠密である.
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