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あらまし

虚 2 次体 K の 2-類体塔の無限性について考察する. Golod-Shafarevich の結果 (1964)よ
り, K の類群 ClK の 2-階数が 5 以上なら, K の 2-類体塔は無限である. 1996 年, Hajir は
ClK の 4-階数が 3 以上なら, K の 2-類体塔は無限であることを示した. 著者は Hajir と同じ
手法で, Rédei 行列を用いて ClK の 4-階数を調べることにより, ClK の 2-階数が 4 で, K の

判別式に負の素判別式が 1 つだけ含まれるときに, 1 つの例外の Rédei 行列を除き, K の 2-
類体塔が無限であることを示した (2004). 本稿では, K の判別式に含まれる負の素判別式が 3
つの場合と 5 つの場合を考察する. これらの場合, 約 4 分の 3 の Rédei 行列に対し, K の 2-
類体塔が無限となることを示すことができる.

1 類体塔問題

K を代数体とする. K0 = K とおき, Ki+1 を Ki の Hilbert 類体とするとき,

K = K0 ⊆ K1 ⊆ K2 ⊆ · · · · · · ⊆ Ki ⊆ Ki+1 ⊆ · · · · · · ⊆ K∞ =
∞⋃

i=0

Ki

を K の類体塔という. [K∞ : K] < ∞ のとき, K の類体塔は有限, そうでないとき, 無限とい
う. 素数 p に対し, K

(p)
0 = K とおき, K

(p)
i+1 を K

(p)
i の Hilbert p-類体とするとき,

K = K
(p)
0 ⊆ K

(p)
1 ⊆ K

(p)
2 ⊆ · · · · · · ⊆ K

(p)
i ⊆ K

(p)
i+1 ⊆ · · · · · · ⊆ K(p)

∞ =
∞⋃

i=0

K
(p)
i

を K の p-類体塔という. p-類体塔の有限性, 無限性も同様に定義する.

類体塔問題 (Furtwängler[3], 1916). K の類体塔はつねに有限か？

ClK を K のイデアル類群, EK を K の単数群とする. dpClK = dimF p
ClK/ClpK で ClK

の p-階数を表し, d4ClK = dimF 2
Cl2K/Cl4K で ClK の 4-階数を表す.

定理 1 (Golod-Shafarevich[6], Gaschütz-Vingberg[4, 34]). K を代数体とするとき,

dpClK ≥ 2 + 2
√

dpEK + 1 =⇒ [K(p)
∞ : K] = ∞.

dK を K の判別式とし, tK を dK を割る素因子の個数とする.

例 1. K が虚 2 次体のとき, p = 2 とすると, d2EK = 1 だから,

d2ClK ≥ 2 + 2
√

2 = 4.828 · · · =⇒ [K(2)
∞ : K] = ∞

である. つまり, d2ClK ≥ 5 なら, K の 2-類体塔は無限である. d2ClK = tK − 1 だから, K

で 6 個以上の素数が分岐すればよい.
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例 2. K が実 2 次体のとき, p = 2 とすると, d2EK = 2 だから,

d2ClK ≥ 2 + 2
√

3 = 5.464 · · · =⇒ [K(2)
∞ : K] = ∞

である. つまり, d2ClK ≥ 6 なら, K の 2-類体塔は無限である. 実 2 次体の場合,

d2ClK =





tK − 1 (dK の素判別式がすべて正)

tK − 2 (その他)

だから, K で 8 個 (dK の素判別式がすべて正なら 7 個)以上の素数が分岐すればよい.

類群のランクと類体塔の無限性について, 以下のことが知られている.

1. dpClK = 1 (K の p-類群が cyclic) =⇒ K
(p)
1 = K

(p)
2 .

2. (Koch-Venkov[12], 1975, Schoof[30], 1986) K：2 次体, p：奇素数のとき,

dpClK ≥ 3 =⇒ [K(p)
∞ : K] = ∞.

3. (Maire[16], 1997) K：3 次巡回体, p ≥ 5 のとき,

dpClK ≥ 4 =⇒ [K(p)
∞ : K] = ∞.

4. (Koch[11], 1969, Hajir[7, 8], 1996, 2000) K：虚 2 次体のとき,

d4ClK ≥ 3 =⇒ [K(2)
∞ : K] = ∞.

5. (Benjamin[1, 2], 2001, 2002) K：虚 2 次体, d2ClK = 4, d4ClK ≥ 2 のとき, 4 つの例
外の Rédei 行列を除き, [K(2)

∞ : K] = ∞.

6. (末吉 [31], 2004) K：虚 2 次体, d2ClK = 4, dK を割る負の素判別式がただ 1 つのと
き, 1 つの例外の Rédei 行列を除き, [K(2)

∞ : K] = ∞.

7. (Maire[17], 1998) K：実 2 次体のとき,

d4ClK ≥ 4 =⇒ [K(2)
∞ : K] = ∞.

8. (Lemmermeyer[15], 1998?) K：実 2 次体, Cl+K：K の狭義イデアル類群とすると,

d4Cl+K ≥ 4 =⇒ [K(2)
∞ : K] = ∞.

9. (Gerth III[5], 2005) K：実 2 次体のとき,

K/Q で 7つの有理素数が分岐, d4ClK = 3 =⇒ [K(2)
∞ : K] = ∞.

10. (Mouhib[20], 2004) K：実 2 次体, Cl+K：K の狭義イデアル類群とすると,

d2ClK = 5, d4Cl+K ≥ 3 =⇒ [K(2)
∞ : K] = ∞.
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Martinet の問題 (予想) (Martinet[18, 19], 1978, 1980). K を虚 2 次体とするとき,
d2ClK ≥ 4 なら, K の 2-類体塔は無限か？

Martinet はこの問題を, root discriminant rdK = |dK |1/[K:Q] の下極限

α(0, 1) = lim inf
K: 総虚, [K:Q]→∞

rdK , α(1, 0) = lim inf
K: 総実, [K:Q]→∞

rdK

の上からの評価に関連して提出している. 総虚な代数体 k の p-類体塔が無限ならば,

α(0, 1) ≤ |dk|1/[k:Q]

が成り立つ. もし, 予想が正しければ, k = Q(
√−3 · 5 · 7 · 13) の 2-類体塔が無限になるから,

α(0, 1) ≤ rdk = |dk|1/2 = 73.891 · · ·

が得られる. この評価に関して, Hajir-Maire[9, 10] は総虚 (または総実) 12 次体上の tame な
分岐を許した無限 2-類体塔の存在を用いて,

α(0, 1) ≤ 82.100 · · · , α(1, 0) ≤ 954.293 · · ·

を得ている. なお, root discriminantの下からの評価に関しては, Odlyzkoの結果 [21, 22, 23, 24]
が知られている.

問題. 一般に, 代数体 K と素数 p に対し, dpClK ≥ s =⇒ [K(p)
∞ : K] = ∞ となる最小の s を

求めよ.

注意. 実 (または虚) 2 次体で, d2ClK = 2, 3 かつ 2-類体塔が有限となる例, 無限となる例は多
数知られている (Hajir, Lemmermeyer, Schmithals, Schoof [7, 13, 29, 30]). 一方, d2ClK = 4
または 5 となる実 2 次体で 2-類体塔が有限となる例や, d2ClK = 4 となる虚 2 次体で 2-類
体塔が有限となる例は知られていない. 従って, 問題の s は, 実 2 次体で 4 ≤ s ≤ 6, 虚 2 次
体で 4 ≤ s ≤ 5 である.

本稿では, K を虚 2 次体とし, d2ClK = 4 で, dK を割る負の素判別式が 3 つまたは 5 つの
とき, K の Rédei 行列を用いて, K の 2-類体塔の無限性を調べる.
なお, 類体塔問題全般については, Roquette の解説論文 [28]のほか, 最近の進展に関する山

村氏の解説 [35, 36]や Lemmermeyer の survey[14]がある. また, 類群のランク評価と類体塔
の無限性の関連については, 拙著 [32]も参照されたい.

2 Martinet の条件

Martinet は, α(0, 1), α(1, 0) の上からの評価に次の命題を利用した.

命題 1 (Martinet[18], 1978). F を代数体, p を素数とし, L/F を p 次巡回拡大とする. r, ρ

をそれぞれ L/F で分岐する F の有限素点, 無限素点の個数とする. このとき,

r ≥ dpEF + 3− ρ + 2
√

dpEL + 1

ならば, L の p-類体塔は無限である.
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命題 1 を用いて, 2 次体の 2-類体塔の無限性を調べることができる. 一般的な原理は次の通
り. K を 2 次体, F/Q を 2-拡大とし, K/Q で分岐する素数が F で多くの素イデアルに分解

するようにする. L = FK とおいて, 2 次拡大 L/F に命題 1 を適用する. 命題 1 の条件が満
たされれば, L の 2-類体塔は無限である. 更に, L/K が不分岐であれば, K の 2-類体塔も無
限である. 例えば, F を K の genus 体の部分体にとればよい.

Q

F

K

L = FK

L
(2)
∞

���

���

2-拡大

2 次

不分岐

無限次

F を総実 n 次体, L/F を総虚 2 次拡大とする. このとき, d2EF = d2EL = ρ = n だから,
命題 1 より, r ≥ 3 + 2

√
n + 1 ならば, L の 2-類体塔は無限である.

F を総虚 n 次体, L/F を 2 次拡大とする. このとき, d2EF = n
2 , d2EL = n, ρ = 0 だか

ら, 命題 1 より, r ≥ n
2 + 3 + 2

√
n + 1 ならば, L の 2-類体塔は無限である.

命題 2. K を虚 2 次体とし, F を K の genus 体の部分体とする. p1, p2, · · · を dK の素因数

とする. 次の条件のいずれかが満たされれば, K の 2-類体塔は無限である.
(i) F が実 2 次体で, p1, p2, p3 が F で分解し, p4 が F で不分岐.
(ii) F が総実 4 次体で, p1, p2 が F で完全分解, または, p1 が F で完全分解し, p2, p3 が

F で不分岐かつ 2 つ以上の素イデアルに分解.
(iii) F が虚 2 次体で, p1, p2, p3, p4 が F で分解.
(iv) F が総虚 4 次体で, p1, p2 が F で完全分解し, p3 が F で不分岐かつ 2 つの素イデア
ルに分解.

証明. (i) n = 2, r ≥ 7 ≥ 3 + 2
√

3 = 6.464 · · · より, 命題 1 の条件を満たす.
(ii) n = 4, r ≥ 8 ≥ 3 + 2

√
5 = 7.472 · · · より, 命題 1 の条件を満たす.

(iii) n = 2, r ≥ 8 ≥ 4 + 2
√

3 = 7.464 · · · より, 命題 1 の条件を満たす.
(iv) n = 4, r ≥ 10 ≥ 5 + 2

√
5 = 9.472 · · · より, 命題 1 の条件を満たす.

3 4-階数と Rédei 行列

K を 2 次体とし, K の判別式 dK を, dK = p∗1p
∗
2 · · · p∗t (t = tK) と素判別式の積に分解す

る. 素判別式とは, 素因数をただ 1 つもつ判別式

p∗ =





(−1)
p−1
2 p (p : 奇素数)

−4, 8, −8 (p = 2)
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のことをいう. 種の理論より, d2Cl+K = t − 1. F 2 係数の t 次正方行列 RK = (aij) を,
Kronecker 記号を用いて

(−1)aij =





(
p∗i
pj

)
(i 6= j),

(
d/p∗i
pi

)
(i = j)

で定め, K の Rédei行列という. 対角成分の定め方より, RK の各列ベクトルの成分の和は 0
である. このとき,

aij = 0 ⇐⇒ pj が Q(
√

p∗i ) で分解

である. また, p∗i 6= −4, p∗j 6= −4 のとき,

aij = aji ⇐⇒ p∗i > 0 または p∗j > 0

である. 更に, Rédei-Reichardt の理論より,

d4Cl+K = t− 1− rankRK

が成り立つ [25, 27]. また, dK の素判別式のうち, u 個が正で, v 個が負とすると,

d4Cl+K ≤ u +
[
v − 1

2

]

が成り立つ [26]. 従って, 本稿で扱う d2ClK = 4 の虚 2 次体では, 素判別式がすべて負の場合
は d4ClK ≤ 2, 負の素判別式が 3 つの場合は d4ClK ≤ 3 である.

例 3. Martinet の予想に出てきた体 k = Q(
√−3 · 5 · 7 · 13) については,

Rk =

2 3 7 5 13


1 1 1 0 0
1 1 0 1 0
0 1 1 1 1
1 1 1 1 1
1 0 1 1 0




−4
−3
−7

5
13

であるから, d4Clk = 4− rankRk = 0 となる. この場合, 命題 2 の条件を満たす F はないの

で, k の 2-類体塔の無限性を示すことはできない.

4 素判別式がすべて負の場合

K を虚 2 次体, d2ClK = 4 とし, dK = p∗1 p∗2 p∗3 p∗4 p∗5 の素判別式はすべて負とする.
まず, Rédei 行列を分類する. dK の素判別式に −4 が含まれなければ, 任意の i, j (i 6= j)

に対し, aij + aji = 1 が成り立つから, RK はトーナメント (有向グラフで, 任意の 2 点がきっ
かり 1 本の弧で結ばれているもの)の隣接行列である (ただし, 対角成分は各列の成分の和が
0 になるように定める). これはいわゆる総当たりリーグ戦の勝敗表だから, pi (1 ≤ i ≤ 5) の
並べ替えにより, 次のように 12 通りに分類される.
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0
BBBB@

0 1 1 1 1
0 1 1 1 1
0 0 0 1 1
0 0 0 1 1
0 0 0 0 0

1
CCCCA

0
BBBB@

0 1 1 1 1
0 1 1 1 1
0 0 1 1 0
0 0 0 1 1
0 0 1 0 1

1
CCCCA

0
BBBB@

0 1 1 1 1
0 0 1 0 1
0 0 0 1 1
0 1 0 0 1
0 0 0 0 0

1
CCCCA

0
BBBB@

1 1 0 1 1
0 1 1 1 1
1 0 1 1 1
0 0 0 1 1
0 0 0 0 0

1
CCCCA

(a) (b) (c) (d)

0
BBBB@

0 1 1 1 1
0 0 1 1 0
0 0 0 1 1
0 0 0 1 1
0 1 0 0 1

1
CCCCA

0
BBBB@

1 1 1 0 1
0 1 1 1 1
0 0 0 1 1
1 0 0 0 1
0 0 0 0 0

1
CCCCA

0
BBBB@

1 1 1 1 0
0 1 1 1 1
0 0 0 1 1
0 0 0 1 1
1 0 0 0 1

1
CCCCA

0
BBBB@

1 1 0 1 1
0 1 1 1 1
1 0 0 1 0
0 0 0 1 1
0 0 1 0 1

1
CCCCA

(e) (f) (g) (h)

0
BBBB@

1 1 1 1 0
0 0 1 0 1
0 0 0 1 1
0 1 0 0 1
1 0 0 0 1

1
CCCCA

0
BBBB@

1 1 0 1 1
0 0 1 0 1
1 0 0 1 0
0 1 0 0 1
0 0 1 0 1

1
CCCCA

0
BBBB@

1 1 1 0 1
0 0 1 1 0
0 0 0 1 1
1 0 0 0 1
0 1 0 0 1

1
CCCCA

0
BBBB@

0 1 1 0 0
0 0 1 1 0
0 0 0 1 1
1 0 0 0 1
1 1 0 0 0

1
CCCCA

(i) (j) (k) (l)

dK の素判別式に −4 が含まれるときは, p∗1 = −4 とする. このとき, RK の第 1 行, 第 1 列
を除いた行列はトーナメントの隣接行列であるから, pi (2 ≤ i ≤ 5) の並べ替えにより, 次のよ
うに 4 種類に分類される. ただし, 第 1 列の成分は未定である.

0
BBBB@

∗ 1 1 1 1
∗ 1 1 1 1
∗ 0 0 1 1
∗ 0 0 1 1
∗ 0 0 0 0

1
CCCCA

0
BBBB@

∗ 1 1 1 1
∗ 1 1 1 1
∗ 0 1 1 0
∗ 0 0 1 1
∗ 0 1 0 1

1
CCCCA

0
BBBB@

∗ 1 1 1 1
∗ 0 1 0 1
∗ 0 0 1 1
∗ 1 0 0 1
∗ 0 0 0 0

1
CCCCA

0
BBBB@

∗ 1 1 1 1
∗ 0 1 1 0
∗ 0 0 1 1
∗ 0 0 1 1
∗ 1 0 0 1

1
CCCCA

(m) (n) (o) (p)

これらの Rédei 行列のいくつかに対しては, K の genus 体の部分体

F = Q(
√

p∗i p
∗
j ,

√
p∗i p

∗
k), Q(

√
p∗i ), Q(

√
p∗i ,

√
p∗j ) (i, j, k ∈ {1, 2, 3, 4, 5})

をとり, 命題 2 (ii), (iii), (iv) を適用することにより, K の 2-類体塔が無限であることを示す
ことができる. 結果を表に示す. primes の欄は, F で完全分解する素数を表す. また, 括弧付
きの (pi) は, F で不分岐かつ少なくとも 2つの素イデアルに分解する素数を表す. (a) ∼ (j)
および (m)の場合には, Kの 2-類体塔の無限性がいえる. また, (n), (o), (p)の場合には, 付加
条件の下で, K の 2-類体塔の無限性がいえる. (k), (l)の場合には, 命題 2を適用できる F を

見つけることができない.

case (a) (b) (c) (d)
d4ClK 2 1 1 1

F Q(
√

p∗5) Q(
√

p3p4,
√

p3p5) Q(
√

p∗5) Q(
√

p∗5)
primes p1, p2, p3, p4 p1, p2 p1, p2, p3, p4 p1, p2, p3, p4

case (e) (f) (g) (h)
d4ClK 1 1 1 0

F Q(
√

p∗3,
√

p∗4) Q(
√

p∗5) Q(
√

p2p3,
√

p2p4) Q(
√

p∗4,
√

p∗5)
primes p1, p2, (p5) p1, p2, p3, p4 p1, p5 p1, p2, (p3)
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case (i) (j) (k) (l)
d4ClK 0 1 0 0

F Q(
√

p2p3,
√

p2p4) Q(
√

p∗2,
√

p∗5) − −
primes p1, p5 p1, p4, (p3) − −

case (m) (n)
d4ClK 1, 2 0, 1

F Q(
√

p∗1p
∗
2,

√
p∗1p

∗
3) Q(

√
p3p4,

√
p3p5) Q(

√
p4,

√
p5)

primes p4, p5 p1, p2 p1, p2, (p3)
付加条件 − a31 = a41 = a51 a31 = 1, a41 = a51 = 0

case (o) (p)
d4ClK 0, 1 0, 1

F Q(
√

p∗5) Q(
√

p2p3,
√

p2p4) Q(
√

p∗3,
√

p∗4) Q(
√

p∗4,
√

p∗5)
primes p1, p2, p3, p4 p1, p5 p1, p2, (p5) p1, p3, (p2)
付加条件 a51 = 0 a21 = a31 = a41, a51 = 1 a31 = a41 = 0 a31 = 1, a41 = a51 = 0

(m), (n), (o), (p) の場合, d4ClK はそれぞれ, 次のように定まる.

(m) d4ClK = 2 となる必要十分条件は a31 = a41, a51 = 0 である. 従って, d4ClK = 2 とな
る RK は 4 通り, d4ClK = 1 となる RK は 12 通りである.

(n) d4ClK = 1 となる必要十分条件は a11 = a21 である. 従って, pi (3 ≤ i ≤ 5) の並べ替え
により, d4ClK = 1 となる RK は 4 通り, d4ClK = 0 となる RK も 4 通り.

(o) d4ClK = 1 となる必要十分条件は a51 = 0 である. 従って, pi (2 ≤ i ≤ 4) の並べ替え
により, d4ClK = 1 となる RK は 4 通り, d4ClK = 0 となる RK も 4 通り.

(p) d4ClK = 1 となる必要十分条件は a31 = a41 である. 従って, d4ClK = 1 となる RK は

8 通り, d4ClK = 0 となる RK も 8 通り.

結果をまとめると, 次のようになる. ただし, 表中の数字は Rédei 行列の数で, 括弧内の数
が, K の 2-類体塔の無限性を証明できたものの数である.

d4ClK (a) ∼ (l) (m) (n) (o) (p) 計

2 1 (1) 4 (4) 0 (0) 0 (0) 0 (0) 5 (5)
1 7 (7) 12 (12) 4 (2) 4 (4) 8 (4) 35 (29)
0 4 (2) 0 (0) 4 (4) 4 (2) 8 (2) 20 (10)
計 12 (10) 16 (16) 8 (6) 8 (6) 16 (6) 60 (44)

従って, 次の結果が得られる.

定理 2. K を虚 2 次体とし, d2ClK = 4 で, dK の素判別式はすべて負とする. dK =
p∗1 p∗2 p∗3 p∗4 p∗5 を素判別式の積への分解とし, −4 が dK の素判別式に含まれるときは p∗1 = −4
とする. このとき, pi の並べ替えにより, p∗1 6= −4 の場合には 16 通り, p∗1 = −4 の場合には
48 通りの Rédei 行列があり, それぞれ 10 通り, 34 通りの RK に対して, K の 2-類体塔は無
限である.
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5 負の素判別式が 3 つの場合

前節同様, K を虚 2 次体, d2ClK = 4 とし, dK = p∗1 p∗2 p∗3 p∗4 p∗5 の素判別式のうち, 3 つ
p∗1, p∗2, p∗3 が負とする. −4 が dK の素判別式に含まれるときは p∗1 = −4 とする.
まず, Rédei 行列を分類する. 以下のように, p∗1 6= −4 の場合 (A), (B) と p∗1 = −4 の場合

(C) に分けて考える.

0
BBBB@

∗ 1 1 ∗ ∗
0 ∗ 1 ∗ ∗
0 0 ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗

1
CCCCA

0
BBBB@

∗ 1 0 ∗ ∗
0 ∗ 1 ∗ ∗
1 0 ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗

1
CCCCA

0
BBBB@

∗ 1 1 0 0
∗ ∗ 1 ∗ ∗
∗ 0 ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗
∗ ∗ ∗ ∗ ∗

1
CCCCA

(A) (B) (C)

(A) の場合, 行列 (aij)1≤i≤3, 4≤j≤5 は p4, p5 の並べ替えにより, 次のように 36 通りに分類
される.

0
@

0 0
0 0
0 0

1
A

0
@

1 0
0 0
0 0

1
A

0
@

0 0
1 0
0 0

1
A

0
@

0 0
0 0
1 0

1
A

0
@

1 1
0 0
0 0

1
A

0
@

0 0
1 1
0 0

1
A

(1) (2) (3) (4) (5) (6)
0
@

0 0
0 0
1 1

1
A

0
@

1 0
1 0
0 0

1
A

0
@

1 0
0 0
1 0

1
A

0
@

0 0
1 0
1 0

1
A

0
@

1 0
0 1
0 0

1
A

0
@

1 0
0 0
0 1

1
A

(7) (8) (9) (10) (11) (12)
0
@

0 0
1 0
0 1

1
A

0
@

1 0
1 0
1 0

1
A

0
@

1 0
1 0
0 1

1
A

0
@

1 0
0 1
1 0

1
A

0
@

0 1
1 0
1 0

1
A

0
@

1 1
1 0
0 0

1
A

(13) (14) (15) (16) (17) (18)
0
@

1 1
0 0
1 0

1
A

0
@

1 0
1 1
0 0

1
A

0
@

0 0
1 1
1 0

1
A

0
@

1 0
0 0
1 1

1
A

0
@

0 0
1 0
1 1

1
A

0
@

0 0
1 1
1 1

1
A

(19) (20) (21) (22) (23) (24)
0
@

1 1
0 0
1 1

1
A

0
@

1 1
1 1
0 0

1
A

0
@

0 1
0 1
1 1

1
A

0
@

0 1
1 1
0 1

1
A

0
@

1 1
0 1
0 1

1
A

0
@

0 1
1 0
1 1

1
A

(25) (26) (27) (28) (29) (30)
0
@

0 1
1 1
1 0

1
A

0
@

1 1
0 1
1 0

1
A

0
@

0 1
1 1
1 1

1
A

0
@

1 1
0 1
1 1

1
A

0
@

1 1
1 1
0 1

1
A

0
@

1 1
1 1
1 1

1
A

(31) (32) (33) (34) (35) (36)

(B) の場合, 行列 (aij)1≤i≤3, 4≤j≤5 は p1, p2, p3 および p4, p5 の並べ替えにより, 次のよう
に 14 通りに分類される.

0
@

0 0
0 0
0 0

1
A

0
@

1 0
0 0
0 0

1
A

0
@

1 1
0 0
0 0

1
A

0
@

1 0
1 0
0 0

1
A

0
@

1 0
0 1
0 0

1
A

0
@

1 0
1 0
1 0

1
A

0
@

1 0
1 0
0 1

1
A

(37) (38) (39) (40) (41) (42) (43)
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0
@

1 1
1 0
0 0

1
A

0
@

1 0
1 1
0 0

1
A

0
@

0 0
1 1
1 1

1
A

0
@

0 1
0 1
1 1

1
A

0
@

0 1
1 0
1 1

1
A

0
@

0 1
1 1
1 1

1
A

0
@

1 1
1 1
1 1

1
A

(44) (45) (46) (47) (48) (49) (50)

(C) の場合, 行列 (aij)2≤i≤3, 4≤j≤5 は p4, p5 の並べ替えにより, 次のように 10 通りに分類
される.

„
0 0
0 0

« „
1 0
0 0

« „
0 0
1 0

« „
1 1
0 0

« „
0 0
1 1

«

(51) (52) (53) (54) (55)
„

1 0
1 0

« „
1 0
0 1

« „
1 1
1 0

« „
1 0
1 1

« „
1 1
1 1

«

(56) (57) (58) (59) (60)

これらの Rédei 行列のいくつかに対しては, K の genus 体の部分体

F = Q(
√

pk), Q(
√

p∗1p
∗
2,

√
p∗1p

∗
3), Q(

√
p4,

√
p5), Q(

√
p∗i p

∗
j ,
√

pk)

Q(
√

p∗i ,
√

p∗j ), Q(
√

p∗i ,
√

pk) (i, j ∈ {1, 2, 3}, k ∈ {4, 5})

をとり, 命題 2 (i), (ii), (iv) を適用することにより, K の 2-類体塔が無限であることを示すこ
とができる.

Case (A1): (1) ∼ (13), (18) ∼ (26) の場合, F = Q(
√

p4,
√

p5) とおくと, p1, p2, p3 のう

ち, 少なくとも 1 つが F で完全分解し, 他の 2 つが F で不分岐かつ少なくとも 2 つの素イ
デアルに分解する. (14), (36) の場合, F = Q(

√
p1p2,

√
p1p3) とおくと, p4, p5 は F で完全分

解する. 従って, いずれの場合も, 命題 2 (ii) より, K の 2-類体塔は無限である. これらの場
合, d4ClK は以下のようになる. 値が 2 通りある場合は, いずれも a45 = 0 のとき, 大きい方
の値をとる.

case (1) (2) (3) (4) (5) (6) (7) (8) (9) (10) (11) (12)
d4ClK 2, 3 1, 2 1, 2 1, 2 1 1 1 1, 2 0, 1 1, 2 1 0, 1

case (13) (14) (18) (19) (20) (21) (22) (23) (24) (25) (26) (36)
d4ClK 1 1, 2 1 0 1 1 0 1 2 1 2 1

(15), (17), (27), (29) の場合は, 命題 2 (iv) を適用することにより, K の 2-類体塔が無限であ
ることを示すことができる. 結果を表に示す. 記法は前節と同様である.

case (15) (17) (27) (29)
d4ClK 1 1 1 1

F Q(
√

p∗3,
√

p5) Q(
√

p∗2,
√

p∗3) Q(
√

p∗3,
√

p4) Q(
√

p∗2,
√

p∗3)
primes p1, p2, (p4) p1, p5, (p4) p1, p2, (p5) p1, p4, (p5)

Case (A2): (16), (28), (33), (35) の場合は, 付加条件の下で, K の 2-類体塔の無限性がいえ
る. 結果を表に示す. ただし, d4ClK の値が 2 通りある場合は, いずれも a45 = 0 のとき, 大
きい方の値をとる.
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case (16) (28) (33) (35)
d4ClK 0 0, 1 1 1

F Q(
√

p5) Q(
√

p2p3,
√

p4) Q(
√

p2p3,
√

p4) Q(
√

p1p2,
√

p4)
primes p1, p3, p4 p1, p5 p1, p5 p3, p5

付加条件 a45 = 0 a45 = 0 a45 = 0 a45 = 0

Case (A3): (30) ∼ (32), (34) の場合, d4ClK = 0 で, 命題 2 を適用できる F を見つけるこ

とができない.

Case (B1): (37) ∼ (41), (44) ∼ (46) の場合, F = Q(
√

p4,
√

p5) とおくと, p1, p2, p3 のう

ち, 少なくとも 1 つが F で完全分解し, 他の 2 つが F で不分岐かつ少なくとも 2 つの素イ
デアルに分解する. (24), (50) の場合, F = Q(

√
p1p2,

√
p1p3) とおくと, p4, p5 は F で完全分

解する. 従って, いずれの場合も, 命題 2 (ii) より, K の 2-類体塔は無限である. これらの場
合, d4ClK は以下のようになる. 値が 2 通りある場合は, (37), (38), (40), (42) では a45 = 0
のとき, (41), (44), (45), (46) では a45 = 1 のとき, 大きい方の値をとる.

case (37) (38) (39) (40) (41) (42) (44) (45) (46) (50)
d4ClK 1, 2 0, 1 0 0, 1 0, 1 0, 1 0, 1 0, 1 1, 2 0

Case (B2): (43), (47) の場合は, 付加条件の下で, K の 2-類体塔の無限性がいえる. 結果を
表に示す. ただし, d4ClK の値が 2 通りある場合は, いずれも a45 = 0 のとき, 大きい方の値
をとる.

case (43) (47)
d4ClK 0, 1 0, 1

F Q(
√

p5) Q(
√

p4)
primes p1, p2, p4 p1, p2, p5

付加条件 a45 = 0 a45 = 0

Case (B3): (48), (49) の場合, d4ClK = 0 または 1 で, 命題 2 を適用できる F を見つける

ことができない. この場合, d4CK の値は, a45 = 1 のとき, 大きい方の値をとる.

Case (C): (51) ∼ (55) の場合, F = Q(
√

p4,
√

p5) とおくと, p2, p3 のうち, 少なくとも 1 つ
が F で完全分解し, 他の 1 つと p1 = 2 が F で不分岐かつ少なくとも 2 つの素イデアルに分
解する. 従って, 命題 2 (ii) より, K の 2-類体塔は無限である. これらの場合, d4ClK は以下

のようになる.

case (51) (52) (53) (54) (55)
d4ClK 1, 2, 3 0, 1, 2 0, 1, 2 0, 1 0, 1

(51)では, d4ClK は a45 = 0, a31 = a41 = a51 = 0のとき,最大値をとり, a45 = 1, a11 6= a21

または a45 = 1, a41 6= a51 のとき, 最小値をとる. (52)では, d4ClK は a45 = 0, a31 = a51 = 0
のとき, 最大値をとり, a45 = 1, a31 = 1 のとき, 最小値をとる. (53) では, d4ClK は

a45 = 0, a51 = 0, a11 = a21 のとき, 最大値をとり, a45 = 1, a11 6= a21 のとき, 最小値
をとる. (54) では, d4ClK は a31 = 0 のとき, 大きい方の値をとる. (55) では, d4ClK は

a11 = a21 のとき, 大きい方の値をとる.
残りの場合は, 付加条件の下で, K の 2-類体塔の無限性がいえる. 結果を表に示す.
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case (56) (57)
d4ClK 0, 1, 2 0, 1

F Q(
√

p5) Q(
√

p∗1p
∗
2,
√

p4) Q(
√

p4,
√

p5)
primes p1, p2, p3 p2, p3, p4 p3, p5 p1, (p2, p3)
付加条件 a51 = 0 a54 = 0 a45 = 0 a41 = a51 = 0

case (58), (59)
d4ClK 0, 1

F Q(
√

p2p3,
√

p5) Q(
√

p4,
√

p5)
primes p1, p4 p1, (p2, p3)
付加条件 a51 = a54 = 0, a21 = a31 a41 = a51 = 0

case (60)
d4ClK 1, 2

F Q(
√

p2p3,
√

p4) Q(
√

p2p3,
√

p5) Q(
√

p4,
√

p5)
primes p1, p5 p1, p4 p1, (p2, p3)
付加条件 a41 = a45 = 0, a21 = a31 a51 = a54 = 0, a21 = a31 a41 = a51 = 0

(56) では, d4ClK は a45 = 0, a21 = a31 のとき, 最大値をとり, a45 = 1 a21 6= a31 のとき,
最小値をとる. (57) では, d4ClK は a45 = 0, a31 = a51 または a45 = 1, a21 = a51 のとき, 大
きい方の値をとる. (58) では, d4ClK は a45 = 0, a11 = a41 または a45 = 1, a21 = a41 のと

き, 大きい方の値をとる. (59) では, d4ClK は a45 = 0, a11 = a41 または a45 = 1, a21 = a51

のとき, 大きい方の値をとる. (60) では, d4ClK は a45 = 0, a11 = a41 = a51 または a45 =
1, a21 = a41 = a51 のとき, 大きい方の値をとる.
結果をまとめると, 次のようになる. 括弧内の数が, K の 2-類体塔の無限性を証明できたも

のの数である.

d4ClK (A1) (A2) (A3) (B1) (B2) (B3) (51) (52) (53)
3 1 (1) 0 (0) 0 (0) 0 (0) 0 (0) 0 (0) 2 (2) 0 (0) 0 (0)
2 11 (11) 0 (0) 0 (0) 2 (2) 0 (0) 0 (0) 13 (13) 4 (4) 4 (4)
1 38 (38) 5 (3) 0 (0) 8 (8) 2 (2) 2 (0) 9 (9) 20 (20) 20 (20)
0 6 (6) 3 (1) 8 (0) 10 (10) 2 (0) 2 (0) 0 (0) 8 (8) 8 (8)
計 56 (56) 8 (4) 8 (0) 20 (20) 4 (2) 4 (0) 24 (24) 32 (32) 32 (32)

d4ClK (54) (55) (56) (57) (58) (59) (60) 計

3 0 (0) 0 (0) 0 (0) 0 (0) 0 (0) 0 (0) 0 (0) 3 (3)
2 0 (0) 0 (0) 8 (8) 0 (0) 0 (0) 0 (0) 8 (4) 50 (46)
1 12 (12) 12 (12) 16 (12) 16 (10) 16 (6) 16 (6) 16 (6) 208 (164)
0 12 (12) 12 (12) 8 (4) 16 (10) 16 (6) 16 (6) 0 (0) 127 (83)
計 24 (24) 24 (24) 32 (24) 32 (20) 32 (12) 32 (12) 24 (10) 388 (296)

従って, 次の結果が得られる.

定理 3. K を虚 2 次体とし, d2ClK = 4 で, dK を割る負の素判別式はきっかり 3 つとす
る. dK = p∗1 p∗2 p∗3 p∗4 p∗5 を素判別式の積への分解とし, −4 が dK の素判別式に含まれるとき

は p∗1 = −4 とする. このとき, pi の並べ替えにより, p∗1 6= −4 の場合には 100 通り, p∗1 = −4
の場合には 288 通りの Rédei 行列があり, それぞれ 82 通り, 214 通りの RK に対して, K の

2-類体塔は無限である.
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6 まとめ

d2ClK = 4 の虚 2 次体 K を, d4ClK の値, 負の素判別式の個数, 素判別式に −4 を含むか,
により分類し, 命題 2 を用いて, K の 2-類体塔の無限性を証明できたものの数を表にすると,
以下のようになる. ただし, 1, 3, 5 は負の素判別式が 1 つ, 3 つ, 5 つで, −4 を含まない場合
を表し, 1−4, 3−4, 5−4 は同様に, −4 を含む場合を表す. 括弧内の数が, K の 2-類体塔の無限
性を証明できたものの数である.

d4ClK 1 1−4 3 3−4 5 5−4 計

4 1 (1) 1 (1) 0 (0) 0 (0) 0 (0) 0 (0) 2 (2)
3 2 (2) 8 (8) 1 (1) 2 (2) 0 (0) 0 (0) 13 (13)
2 8 (8) 26 (26) 13 (13) 37 (33) 1 (1) 4 (4) 89 (85)
1 10 (10) 46 (46) 55 (51) 153 (113) 7 (7) 28 (22) 299 (249)
0 13 (12) 14 (14) 31 (17) 96 (66) 4 (2) 16 (8) 174 (119)

計 34 (33) 95 (95) 100 (82) 288 (214) 12 (10) 48 (34) 577 (468)
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[12] H. Koch und B. B. Venkov, Über den p-Klassenkörperturm eines imaginär quadratis-
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A. Fröhlich (eds.), Academic Press, 1967, 231–249.
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