
CM体上の円分Zp拡大と高次K群について

青木 美穂 (岡山理科大学)

1 記号と準備

p : 素数.
F : 総実代数体.
K : CM体, K/F はアーベル拡大.
G = Gal(K/F ).
S : K/F で分岐する素点と無限素点を含む F の素点の有限集合.

任意の整数 n ≥ 1に対し, ζn で 1の原始 n乗根, µn で 1の n乗根がなす群を表す. また,
Zp(1) = lim←−m

µpm , Zp(n) = Zp(1)⊗nとおき, 任意のZp加群M に対し, M(n) = M ⊗Zp Zp(n)
とおく.

Definition 1.1 (The partial zeta function). σ ∈ Gに対し,

ζF,S(σ, s) =
∑

(a,K/F )=σ
a は S の素点と素な F の整イデアル

1
Nas

(Re(s) > 1)

とおく. ここで, (a,K/F ) ∈ GはArtin記号を表す. ζF,S は全複素平面に解析接続される.

Theorem 1.2 (Klingen, Siegel [19]). 全ての整数 n ≥ 0に対し, ζF,S(σ,−n) ∈ Q.

Definition 1.3 (Higher Stickelberger element). 整数 n ≥ 0に対し,

θS(n) =
∑

σ∈G

ζF,S(σ,−n)σ−1 ∈ Q[G]

と定める.

Remark 1.4. θS(0)は通常の Stickelberger elementである.

Theorem 1.5 (Cassou-Nogués [4], Deligne-Ribet [9]). K に含まれる 1の巾根がなす群を
µ(K)とおく.

annZ[G](µ(K))θS(0) ⊆ Z[G].

Remark 1.6. 上の定理は, F = Q の時は Kubota-Leopoldt [13], F が実二次体の場合は

Coates-Sinnott [8]の結果である.

整数 n ≥ 1に対し,

wn(K) = max{m | Gal(K(µm)/K)の exponentは nを割る }

とおく. つまり wn(K)は, Gal(K(µm)/K)n = {1}となる最大の整数mである. 定義より明
らかに, w1(K) = |µ(K)|, w1(K) ≤ wn(K)である.
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Lemma 1.7 (例えば [20, Prop7.2.5]). n ≥ 1を整数, µ∞ = ∪n≥1µnとおく.

annZ[G]((µ(K(µ∞))⊗n)Gal(K(µ∞)/K))

= 〈Nan − (a,K/F ) | aは Sと wn(K)を割る素点と素な整イデアル 〉Z[G].

特に n = 1とすると, (w1(K)を割る素点は, K/F で分岐することに注意)

annZ[G](µ(K)) = 〈Na− (a,K/F ) | aは Sの素点と素な整イデアル 〉Z[G]

となる.

Conjecture 1.8 (Brumer). K のイデアル類群を ClK とおく.

annZ[G](µ(K))θS(0) ⊆ annZ[G](ClK).

Remark 1.9. F = Qの時は Stickelbergerの定理 [6], [22, §6.2]として良く知られている.

F が一般の総実代数体の時は, 以下の事が知られている. Wilesの論文では仮定 p - [K : F ]
無しに主張されているが, 証明が p|[K : F ]の場合は扱われていないので, 後で用いる時は予想
として扱う.

Theorem 1.10 (Wiles [23]). pを奇素数, p - [K : F ]とする. Gの位数が pと素な odd指標
χに対し, F の素点の集合 Sχ,pを次のようにおく.

Sχ,p =

{
{p|p | χ(p) = 1}, χがGal(F cl(µp)/F )の指標でもあり, 位数が 3以上のとき,
0, それ以外のとき.

ここで, F clは F のGalois閉包を表す. さらに,

SK,p =
⋃

χ:odd
位数は p と素

Sχ,p

とおく. このとき SK,p ⊆ Sならば, Brumer予想の p-partは成り立つ. すなわち,

annZp[G](µ(K)⊗Z Zp)θS(0) ⊆ annZp[G](ClK{p}).

2 Coates-Sinnott の予想

OK で代数体Kの整数環を表す. K0(OK) ' Z⊕ClK , K1(K) ' K×より, Brumer予想は
0, 1次のK 群の予想とも思える. これと類似させて高次のK 群に対し, 次のことが予想され
ている.

Conjecture 2.1 ([5, Conjecture 3], [20, §7.2]). 任意の整数 n ≥ 1に対し,

annZ[G](torZK2n+1(K))θS(n) ⊆ Z[G]

かつ

annZ[G](torZK2n+1(K))θS(n) ⊆ annZ[G](K2n(OK))

が成り立つ.
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Conjecture 2.1は, 次の主張が全ての素数 pに対し成り立つ事と同値である.

Conjecture 2.2. pを素数とする. 任意の整数 n ≥ 1に対し,

annZp[G](torZp(K2n+1(K)⊗Z Zp))θS(n) ⊆ Zp[G]

かつ

annZp[G](torZp(K2n+1(K)⊗Z Zp))θS(n) ⊆ annZp[G](K2n(OK)⊗Z Zp)

が成り立つ.

次に述べるQuillen-Lichtenbaum予想は, Souléにより定義されたK群とエタールコホモロ

ジー群の間の写像の同型を主張する. 以後, 度々この予想を仮定する.

Conjecture 2.3 (Quillen-Lichtenbaum). 任意の代数体 Lと, 奇素数 p, 整数 n ≥ 1に対し,
p-adic Chern maps

(1) K2n+1(OL)⊗Z Zp → H1
ét(Spec(OL[1/p]),Zp(n + 1))

(2) K2n(OL)⊗Z Zp → H2
ét(Spec(OL[1/p]),Zp(n + 1))

は同型.

Remark 2.4. Soulé [21] (1 ≤ n ≤ p − 1)と Dwyer-Friedlander [10] (任意の n ≥ 1)によっ
て, 上の写像は全射かつKernelが有限であることが示されている.

wn(K)を wn(K) =
∏

p w
(p)
n (K)と各素数 pごとに分解する.

Lemma 2.5. 任意の奇素数 p, 整数 n ≥ 1に対し,

torZpH
1
ét(Spec(OK [1/p]),Zp(n)) ' Qp/Zp(n)Gal(K(µp∞ )/K) ' µ⊗n

w
(p)
n (K)

.

Proof. 同型:

torZpH
1
ét(Spec(OK [1/p]),Zp(n)) ' H0

ét(Spec(OK [1/p]),Qp/Zp(n))

' Qp/Zp(n)Gal(K(µp∞ )/K)

(例えば, [12, Lemma 2.2]) と, w
(p)
n (K) の定義から得られる. (定義より, w

(p)
n (K) = max

{pν | Gal(K(µpν )/K)の exponentは nを割る }. 任意の ζ⊗n
pν ∈ µ⊗n

p∞ ' Qp/Zp(n) (群として
µp∞に同型, Galois群σはσnで作用)に対し, ζ⊗n

pν がGal(K(µpν )/K)不変 ⇔ Gal(K(µpν )/K)
の exponentは nを割る.)

Lemma 2.6. Conjecure 2.3 の仮定の下, 任意の奇素数 p, 整数 n ≥ 1に対し,

torZp(K2n+1(K)⊗Z Zp) ' Qp/Zp(n + 1)Gal(K(µp∞ )/K) ' µ⊗n+1

w
(p)
n+1(K)

.

Proof. Quillen の完全列:

· · · → K2n+1(OK) → K2n+1(K) →
⊕
p6=0

prime

K2n(OK/p) → K2n(OK) → · · ·

に対し, K2n(OK/p) = 0かつ Souléの結果 [21]よりK2n+1(OK) → K2n+1(K)は単射なので,
同型K2n+1(OK) ' K2n+1(K)を得る. 主張はこれと Conjecture 2.3, 前 Lemmaより得られ
る.

69



Conjecture 2.2前半の主張については, Conjecture 2.3を仮定すると, Lemma 1.7, 2.6から,

annZp[G](torZp(K2n+1(K)⊗Z Zp))

= 〈Nan+1 − (a,K/F ) | aは Sと w
(p)
n (K)を割る素点と素な整イデアル 〉Zp[G]

となることと, Deligne-Ribet [9]の結果を用いたCoates ([5,Theorem 2, 及び §4])の指摘によ
り次のことが分かる.

Proposition 2.7 (Coates). Conjecture 2.3を仮定する. S が pを割る素点を含むならば,
Conjecture 2.2 前半の主張は正しい.

後半については, 次の結果を得た.

Theorem 2.8. Conjecture 1.8, 2.3 を仮定する. pを奇素数としK(µp∞)/Qで pは不分解と

仮定する. Sが pを割る素点を含むならば, Conjecture 2.2後半の主張は正しい.

Remark 2.9. Conjecture 2.2 に関連した結果について紹介する.
(1) F = Q, アーベル拡大K/Qの時の結果について:
奇素数 p,無限素点のみの集合S∞,および (ある小さい仮定を満たす)整数 bに対し, wn+1(Q)

(bn+1 − (b,K/Q))θS∞(n)がK2n(OK)⊗Z Zpの annihilatorになることが n = 1の時 Coates-
Sinnott [7] により, 一般の n に対しては Conjecture 2.3 の仮定の下, Nguyen Quang Do
[15, §2-2]によって示されている.
(2) K, F が共に総実代数体で, K/F がアーベル拡大の時の結果について:

Nguyen Quang Do [16, §4.4] は, Conjecture 2.3と岩澤 µ-不変量に関する仮定の下, 奇素数
p, 偶数 nに対し, Conjecture 2.2 を示している.

Snaith [20, Theorem 7.3.2]は, 奇素数 p, K の S-整数環OK,S に対し, 2つのイデアル

annZp[G](torZpH
1
ét(Spec(OK,S [1/p]),Zp(n + 1))θS(n)

と

annZp[G](H
2
ét(Spec(OK,S [1/p]),Zp(n + 1))

の radicalが一致することを, K ∩F∞ = F (F∞はF の円分Zp拡大)の仮定の下で示している.
また栗原 [14, §12]はK がある条件を満たす時, 岩澤 µ-不変量に関する仮定の下, 任意の奇

素数 pに対し,
FZp[[Gal(K∞/F )]](H

2
ét(Spec(OK∞ [1/p]),Zp(n + 1))

を Stickelberger元から作られる元を用いて完全に記述した. 特にこの結果から, F = Q, アー
ベル拡大K/Qのとき, Conjecture 2.3の仮定の下, 無限素点のみの集合 S∞, K の導手と素な

整数 bに対し,

wn+1(Q)(bn+1 − (b,K/Q))θS∞(n) ∈ FZp[G](K2n(OK)⊗Z Zp).

が導かれる. ここで, 環 R と R-加群 M に対し, FR(M) は Fitting ideal を表す. 一般に
FR(M) ⊆ annR(M) が成り立つ.
(3) 総実代数体 F , CM体K, K/F がアーベル拡大の時の結果について:

Burns-Greither [3, §5 Corollary 2 及びその後のRemark i)], [11, Theorem 3.2.3]は, Con-
jecture 2.3, 岩澤 µ-不変量, K ∩ F∞ = F の仮定の下, 奇素数 pに対し, Conjecture 2.2 を示し
ている.
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Banaszak [1] は, Conjecture 2.3の仮定の下, n[K : F ]を割らない奇素数 pと奇数 nに対し,
localization map: H2

ét(Spec(OK [1/p]),Zp(n + 1)) → ⊕v|pH2(Kv,Zp(n + 1))が zero map で
あるとき Conjecture 2.2を示している.

Thorem 2.8を示すために用いる補題と命題を準備する.

Lemma 2.10. pを奇素数とし, K(µp∞)/Qで pは不分解と仮定する. 整数 n ≥ 1に対し,
H2

ét(Spec(OK [1/p]),Zp(n + 1)) ' X ′(n)Gal(K(µp∞ )/K)が成り立つ. ここで, X ′ = lim←−A′m, A′m
はK(µpm+1)の p-ideal class group の p-part.

Proof. K∞ = K(µµ∞)とおく. K, K∞の pの上の素点をそれぞれ v, wとおく. 次の可換図式
を考える.

ϕ : H2
ét(Spec(OK [1/p]),Zp(n + 1)) → H2(Kv,Zp(n + 1))

cor ↑ ↑ cor
ϕ∞ : H2

ét(Spec(OK∞ [1/p]),Zp(n + 1)) → H2(K∞,w,Zp(n + 1))

ここで横の写像は localization map, 縦の写像は corestriction map である. Schneider [17, §6],
[12, 3.1] により Ker ϕ ' X ′(n)Gal(K∞/K) が示されている. よって Im ϕ = 0を示せばよい.
そのためには, 以下の 2つを示せば良い.

(1) 左側縦の corestriction map は全射.
(2) Im ϕ∞ = 0.
(1)について: Ω∞/K を pの外不分岐最大 pro-p拡大とすると, 左側縦の写像は corestric-

tionmap:

cor : H2
ét(Ω∞/K∞,Z/pmZ(n + 1)) → H2

ét(Ω∞/K,Z/pmZ(n + 1)) (2.1)

をmに関して射影極限をとったものである. Gal(Ω∞/K)の p-cohomological dimension は 2
なので ([17, §1 Satz 5], [18, Chap I Proposition 14 のCorollary 2, Propsition 22]), 上の写像
(2.1)は全射 ([18, Chap I Lemma 4]).

(2)について: Hasseの相互法則より restriction map:

H2
ét(Spec(OK∞ [1/p]),Zp(1)) → H2(K∞,w,Zp(1))

は zero map. K∞ ⊃ µp∞ より, この写像に⊗ZpZp(n + 1)した写像 ϕ∞も zero map.

よって上の Lemmaより, 任意の Sの素点と素な整イデアル aに対し, (Nan+1 − (a,K/F ))
θS(n)がX ′(n)Gal(K(µp∞ )/K)の annihilatorになっていることを示せばよい.

κ : Gal(K(µp∞)/F ) → Z×p を円分指標とする. すなわち, 任意の σ ∈ Gal(K(µp∞)/F ) と
ζ ∈ µp∞ に対し, ζσ = ζκ(σ). Km = K(µpm+1), Gm = Gal(Km/F )とおき, κのKmへの制限

を κmとおく.

Proposition 2.11. 任意の奇素数 p, 整数m ≥ 0に対し,

(Nan+1 − (a,Km/F ))
∑

σ∈Gm

ζF,S(σ,−n)σ−1

≡ (Nan+1 − (a,Km/F ))
∑

σ∈Gm

ζF,S(σ, 0)κm(σ)nσ−1 (mod pm+1Zp).
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Proof.

(Nan+1 − (a,Km/F ))
∑

σ∈Gm

ζF,S(σ,−n)σ−1

= Nan+1
∑

σ∈Gm

ζF,S(σ,−n)σ−1 −
∑

σ∈Gm

ζF,S(σ(a,Km/F ),−n)σ−1

=
∑

σ∈Gm

{Nan+1ζF,S(σ,−n)− ζF,S(σ(a,Km/F ),−n)}σ−1

=
∑

σ∈Gm

δn+1(σ, a)σ−1 (2.2)

ここで, δn+1(σ, a) = Nan+1ζF,S(σ,−n)−ζF,S(σ(a,Km/F ),−n)とおいた. Kmの導手を fm(F
の整イデアル), KfmをFのmod fm ray class fieldとする. σ̃ ∈ Gal(Kfm/F ) =: Gfmをσ ∈ Gm

の延長の一つとし, δn+1(σ̃, a) = Nan+1ζF,S(σ̃,−n)− ζF,S(σ̃(a,Kfm/F ),−n)とおく.

ζF,S(σ, s) =
∑

(a,Km/F )=σ
a は S の素点と素

1
Nas

=
∑
eσ∈Gfm
は σ の延長

∑
(a,Kfm

/F )=eσ
a は S の素点と素

1
Nas

=
∑
eσ∈Gfm
は σ の延長

ζF,S(σ̃, s)

より ζF,S(σ,−n) =
∑
eσ∈Gfm
は σ の延長

ζF,S(σ̃,−n)なので,

δn+1(σ, a) = Nan+1
∑
eσ∈Gfm
は σ の延長

ζF,S(σ̃,−n)−
∑
eσ∈Gfm
は σ の延長

ζF,S(σ̃(a,Kfm/F ),−n)

=
∑
eσ∈Gfm
は σ の延長

{Nan+1ζF,S(σ̃,−n)− ζF,S(σ̃(a,Kfm/F ),−n)}

=
∑
eσ∈Gfm
は σ の延長

δn+1(σ̃, a).

Coatesの指摘 ([5, Theorem 2])より

δn+1(σ̃, a) ≡ (Nbσa)nδ1(σ̃, a) (mod wn(Kfm)Zp).

ここで, bσ は, (bσ,Km/F ) = σを満たす F の整イデアル. よって,

δn+1(σ, a) ≡ (Nbσa)nδ1(σ, a) (mod wn(Km)Zp).

pm+1 ≤ w1(Km) ≤ wn(Km)より, (2.2)から

(Nan+1 − (a,Km/F ))
∑

σ∈Gm

ζF,S(σ,−n)σ−1 ≡
∑

σ∈Gm

(Nbσa)nδ1(σ, a)σ−1 (mod pm+1Zp).

(2.3)
CQ, CF をそれぞれQ, F のイデール類群とし, 類体論の可換図式:

CF −→ Gal(F ab/F )
N ↓ ↓ res
CQ −→ Gal(Qab/Q)
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を考える. ここで, N はノルム写像, res はガロア群を制限する写像である. 可換図式より, pと

素な F のイデアル bに対し, (b,Km/F )のGal(Q(µpm+1)/Q)への制限は (Nb,Q(µpm+1)/Q).
よって, (b,Km/F )(ζ⊗n

pm+1) = (Nb)n(ζ⊗n
pm+1) となるので, 指標 κm ∈ Ĝmの定義から,

κm((b,Km/F ))n ≡ (Nb)n (mod pm+1Zp).

よって (2.3)より

(Nan+1 − (a,Km/F ))
∑

σ∈Gm

ζF,S(σ,−n)σ−1

≡
∑

σ∈Gm

Nan κm(σ)nδ1(σ, a)σ−1

≡
∑

σ∈Gm

Nan κm(σ)n{Na ζF,S(σ, 0)− ζF,S(σ(a,Km/F ), 0)}σ−1

≡ Nan+1
∑

σ∈Gm

κm(σ)nζF,S(σ, 0)σ−1 −
∑

σ∈Gm

Nan κm(σ)nζF,S(σ(a,Km/F ), 0)σ−1

≡ (Nan+1 − (a,Km/F ))
∑

σ∈Gm

ζF,S(σ, 0)κm(σ)nσ−1 (mod pm+1Zp).

Theorem 2.8の証明を与える.

Proof of Theorem 2.8. Zp[Gal(K(µp∞)/K)]のイデアル I を

I = 〈σ − κ−n(σ) | σ ∈ Gal(K(µp∞)/K)〉

とおく. K(µp∞) は, K0 = K(µp) の円分 Zp 拡大だから, Γ := Gal(K(µp∞)/K0) (⊂
Gal(K(µp∞)/F ))の円分指標 κでの像は乗法群 1 + pZp と同形. γ を κ(γ) = 1 + pとなる

Γの位相的生成元とする. 整数 e ≥ 0をK(µp∞)/Ke (Ke = K(µpe+1))で分岐する全ての素点
が完全分岐となるようにとる.

|X ′(n)Gal(K(µp∞ )/K)| = |(X ′/IX ′)(n)| = |X ′/IX ′| < ∞

に注意し, 整数m ≥ eを以下の 2条件を満たすように十分大きくとる:

• |X ′/IX ′| ≤ pm+1.

• νm,e(X ′/IX ′) = 0 (νm,e = 1 + γpe
+ γ2pe

+ · · ·+ γpm−pe
).

[22, §13.3]の議論より, 自然な全射: A′m ³ X ′/νm,eX
′が存在する. さらにmのとり方から,

全射: A′m/IA′m ³ X ′/IX ′が導かれる. この全射とConjecture 1.8より, Sの素点と素なイデ

アル aに対し, (Na − (a,Km/F ))
∑

σ∈Gm
ζF,S(σ, 0)σ−1はX ′/IX ′の annihilator. ζ = ζpm+1
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とおく. a⊗ ζ⊗n ∈ (X ′/IX ′)(n) = (X ′/IX ′)⊗ µ⊗n
pm+1 に対し,

(Nan+1 − (a,K/F ))θS(n) (a⊗ ζ⊗n)

= (Nan+1 − (a,K/F ))
∑

σ∈G

ζF,S(σ,−n)σ−1 (a⊗ ζ⊗n)

= (Nan+1 − (a,K/F ))
∑

σ∈G

∑
eσ∈Gm
は σ の延長

ζF,S(σ̃,−n)σ̃−1 (a⊗ ζ⊗n)

= (Nan+1 − (a,Km/F ))
∑

σ∈Gm

ζF,S(σ,−n)σ−1 (a⊗ ζ⊗n)

= (Nan+1 − (a,Km/F ))
∑

σ∈Gm

ζF,S(σ, 0)κm(σ)nσ−1 (a⊗ ζ⊗n)

(Proposition 2.11 とmの条件より)

= {Nan(Na− (a,Km/F ))
∑

σ∈Gm

ζF,S(σ, 0)σ−1a} ⊗ ζ⊗n

= 0.

3 CM体の円分Zp拡大のK群

この節では pを奇素数とし, CM体 K は 1の原始 p乗根 ζp を含み, K(µp∞)/Qで pは不

分解と仮定する. 整数 mに対し, Km = K(µpm+1), K∞ = K(µp∞), Γ = Gal(K∞/K)と
おく. γ を Γの位相的生成元とする. Λ = Zp[[Γ]]とおき, Λを対応 γ 7→ 1 + T により Zp

上の 1 変数巾級数環 Zp[[T ]] と同一視する. 任意の整数 m ≥ 0, i に対し, 多項式 g
(m)
i を

g
(m)
i = (1 + T )pm − (1 + p)ipm ∈ Λとおく.
K の最大実部分体を K+ とおき, Gal(K/K+) の生成元を J (複素共役) とおく. 群環

Zp[Gal(K/K+)]の元 e+, e−を

e+ =
1 + J

2
, e− =

1− J

2

とおくと, 任意の Zp[Gal(K/K+)]加群M はM = Me+ ⊗Me−と分解する.

M+ = Me+, M− = Me−

とおく. Kmの整数環をOmとおく. 以後, OmのK群の ΛとGal(K/K+)の作用を込めた構
造を考える.

奇数次のK 群

Proposition 3.1. 任意の整数 i ≥ 2に対し, 次のガロア群の作用を込めた同型が成り立つ.

H1
ét(Spec(Om[1/p],Zp(i))+ '

{
µ⊗i

ippm+1 (i :偶数),

HomZp(Λ/(g(m)
i )⊕re−,Zp(i)) (i :奇数),

H1
ét(Spec(Om[1/p],Zp(i))− '

{
µ⊗i

ippm+1 (i :奇数),

HomZp(Λ/(g(m)
i )⊕re−,Zp(i)) (i :偶数).

ここで, r =
[K : Q]

2
, ipは iを割る最大の p巾.
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Remark 3.2. Conjecture 2.3を認めれば, 上の命題の左辺はそれぞれ (K2i−1(Om)⊗Z Zp)+,
(K2i−1(Om)⊗Z Zp)−に置き換えられる.

Proof of Proposition 3.1. 任意のZp[[Gal(K∞/Q)]]-加群Mに対し, Zp-torsion部分を torZpM

とおき, frZpM = M/torZpM とおく. (両者とも Zp[[Gal(K∞/Q)]]-加群となることに注意.)
Zp-torsion部分に関しては, Lemma 2.6と w

(p)
i (Km) = ipp

m+1より,

torZpH
1
ét(Spec(Om[1/p]),Zp(i))+ =

{
µ⊗i

ippm+1 (i :偶数),

0 (i :奇数),

torZpH
1
ét(Spec(Om[1/p]),Zp(i))− =

{
µ⊗i

ippm+1 (i :奇数),

0 (i :偶数).

よって, 残りの Zp-free部分に関して示す. M∞/K∞を pの外不分岐最大アーベル pro-p拡
大, X = Gal(M∞/K∞)とおくと,

frZpH
1
ét(Spec(Om[1/p],Zp(i)) ' HomGal(K∞/Km)(X,Zp(i))

' HomZp(X/g
(m)
i X,Zp(i)).

([12, Lemma 2.2] 参照.) Borel のK 群の free部分に関する結果 [2], p-adic Chern mapの全
射性とKernelの有限性から,

rpm = rankZp(K2i−1(Om)⊗ Zp)

= rankZpH
1(Spec(Om[1/p]),Zp(i))

= rankZp(frZpH
1(Spec(Om[1/p]),Zp(i)))

= rankZpHomZp(X/g
(m)
i X,Zp(i))

= rankZpHomZp(X
+/g

(m)
i X+,Zp(i)) + rankZpHomZp(X

−/g
(m)
i X−,Zp(i)). (3.1)

ここで, rankΛX = rかつXは nonzero finite Λ-submodule をもたない (岩澤)ので, ある有限
群 Z に対し完全列:

0 → X → Λ⊕r ⊕ torΛX → Z → 0

が存在する. rankΛX+ = 0より, rankΛ(X−) = rなので,

0 → X− → Λ⊕r ⊕ torΛ(X−) → Z ′ → 0, (3.2)

Z ′は有限群. 蛇の補題より,

Z ′[g(m)
i ] → X−/g

(m)
i X− → Λ/(g(m)

i )
⊕r ⊕ torΛ(X−)/g

(m)
i torΛ(X−) → Z ′/g

(m)
i Z ′ → 0,

Z ′[g(m)
i ] = {z ∈ Z ′ | g

(m)
i z = 0}. (|Z ′[g(m)

i ]| = |Z ′/g
(m)
i Z ′|に注意.)

よって (3.1)から,

rpm = rankZpHomZp(X
+/g

(m)
i X+,Zp(i)) + rpm + rankZp(torΛ(X−)/g

(m)
i torΛ(X−)).

ゆえに,
rankZp(X

+/g
(m)
i X+) = rankZp(torΛ(X−)/g

(m)
i torΛ(X−)) = 0 (3.3)
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となるから,

frZpH
1(Spec(Om[1/p]),Zp(i)) ' HomZp(X

−/g
(m)
i X−,Zp(i)), rankZp(X

−/g
(m)
i X−) = rpm.

もし, frZp(X
−/g

(m)
i X−)が Λ上 r個の元で生成されれば, 全射

Λ/(g(m)
i )

⊕r
e− ³ frZp(X

−/g
(m)
i X−)

と Zp-rankを比べることにより,

frZpX
−/g

(m)
i X− ' Λ/(g(m)

i )
⊕r

e−

となるので,

frZpH
1
ét(Spec(Om[1/p]),Zp(i))+ =

{
HomZp(Λ/(g(m)

i )
⊕r

e−,Zp(i)) (i :奇数),
0 (i :偶数),

frZpH
1
ét(Spec(Om[1/p]),Zp(i))− =

{
0 (i :奇数),

HomZp(Λ/(g(m)
i )

⊕r
e−,Zp(i)) (i :偶数)

となることが分かる. 残り, frZp(X
−/g

(m)
i X−)が Λ上 r個の元で生成されることを示す. 中山

の補題より, frZp(X
−/g

(m)
i X−)⊗Λ Λ/(T )が Zp上 r個の元で生成されることを示せばよい.

自然な同型:

(torΛ(X−) + g
(m)
i X−)/g

(m)
i X− ' torΛ(X−)/(torΛ(X−) ∩ g

(m)
i X−)

と全射:

torΛ(X−)/g
(m)
i torΛX− ((3.3)より有限群) ³ torΛ(X−)/(torΛ(X−) ∩ g

(m)
i X−)

より,
(torΛ(X−) + g

(m)
i X−)/g

(m)
i X− ⊂ torZp(X

−/g
(m)
i X−).

よって, 次の図式を得る. (縦の写像は全射.)

X−/(torΛX− + TX− + g
(m)
i X−) ' X−/g

(m)
i X−

(torΛX− + TX− + g
(m)
i X−)/g

(m)
i X−

↓

frZp(X
−/g

(m)
i X−)⊗Λ Λ/(T ) ' X−/g

(m)
i X−

torZp(X−/g
(m)
i X−) + (TX− + g

(m)
i X−)/g

(m)
i X−

完全列 (3.2)より, rankZp(X
−/(torΛX− + TX−)) = rと上の図式より, frZp(X

−/g
(m)
i X−) ⊗Λ

Λ/(T )は Zp上 r個の元で生成される.

偶数次のK 群

下の命題は, Lemma 2.10 より,

H2
ét(Spec(Om[1/p]),Zp(i)) ' X ′(i− 1)Gal(K∞/Km) ' (X ′/g

(m)
1−iX

′)(i− 1)

となることから得られる.
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Proposition 3.3. 任意の整数 i ≥ 2に対し, 次のガロア群の作用を込めた同型が成り立つ.

H2
ét(Spec(Om[1/p]),Zp(i))+ '

{
(X ′−/g

(m)
1−iX

′−)(i− 1) (i :偶数),
(X ′+/g

(m)
1−iX

′+)(i− 1) (i :奇数),

H2
ét(Spec(Om[1/p]),Zp(i))− '

{
(X ′+/g

(m)
1−iX

′+)(i− 1) (i :偶数),
(X ′−/g

(m)
1−iX

′−)(i− 1) (i :奇数).

Remark 3.4. Conjecture 2.3を認めれば, 上の命題の左辺はそれぞれ (K2(i−1)(Om)⊗ZZp)+,
(K2(i−1)(Om)⊗Z Zp)−に置き換えられる.
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