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概 要

有限次 CM体に対してM. Kolsterが定義した高次相対類数の可除性・非可除性を, 虚
2次体の場合に考察する.

1 イントロダクション

1.1 記号など

集合 Sの濃度を#Sと書く.
N, Z, Qをそれぞれ, 自然数の集合, 有理整数環, 有理数体とする. 複素数体C内にQの代
数閉包Qを 1つ固定し, 代数体 (Qの代数的拡大)は全てその部分体とする.
代数体 kに対して, Ok, D(k), Cl(k), h(k) = #Cl(k)をそれぞれ, kの整数環, 判別式, イデ

アル類群, 類数とする. ただし, kが判別式Dを持つ 2次体の場合 (k = Q(
√

D)), その整数環,
類数をそれぞれ, OD, h(D)と書く. Q(

√
D)に対応する Dirichlet指標を χD(·) = (D/·)と書

き, それに付随するDirichlet L関数を L(s, χD)とする.
有限Abel群Gに対して exp(G)でその exponent, Gtorで torsion部分を表す.
有理素数 pに対して, vp(a)は a ∈ Qの加法的付値で vp(p) = 1と正規化されているもの,

|a|p = p−vp(a)をそれにより定まる乗法的付値とする.

1.2 導入

2次体のイデアル類群の分布については, 様々な研究がなされてきた. もっとも古いもので
は, 2元 2次形式の言葉で述べられている, Gaussに遡る類数の平均値の振るまいや, 類数 1の
2次体の分布に関する問題1がある.

2 次体のイデアル類群の奇数部分の分布についての包括的な予想として, Cohen-Lenstra
heuristicsがある (H. Cohen-H. Lenstra [6, 7]). 彼らは, 虚 2次体のイデアル類群は「ランダ
ムに分布している」という事を定式化し, そこから, いろいろな条件を課した 2次体の族の密
度に関する予想を述べた. 実 2次体の場合にも, 多少考慮すべきことがあるものの, 同様の予
想を述べている. 類数の非可除性に絞っていえば, 次のようになる:

∗2007 年 8 月 29 日, 於 九州大学箱崎キャンパス. This research was partially supported by Grant-in-Aid
for Young Scientists (B), 18740004, The Ministry of Education, Culture, Sports, Science and Technology,
Japan.

1C. F. Gauss, 高瀬訳「ガウス整数論」, 朝倉書店, の 301–304節参照.
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予想 (Cohen-Lenstra). 奇素数 lに対して, 次の等式が成り立つか？

lim
X→∞

#{−X < D < 0| l - h(D)}
#{−X < D < 0}

?=
∞∏

i=1

(
1− 1

li

)
, 虚 2次体の場合

lim
X→∞

#{0 < D < X| l - h(D)}
#{0 < D < X}

?=
∞∏

i=2

(
1− 1

li

)
, 実 2次体の場合

ただし, 左辺の極限の存在も, 予想の一部である.

このような困難な問題の解決への糸口を探るため, 対象を拡張してみることは初期から提案
されていた (Cohen-Lenstra [6]末尾). 有理数体Q上の楕円曲線 E : y2 = f(x)と平方自由な
整数Dに対して, その 2次ひねりをED : Dy2 = f(x)と定義する. EDのTate-Shafarevich群
X(ED)や Selmer群の位数について,上記の類数の非可除性と同じ問題を考える (cf. Delaunay
[9], James-Ono [12], Kohnen-Ono [15]). 或いは, EDのMordell-Weil群ED(Q) (Q-有理点の
なす有限生成Abel群)の階数 rank(ED(Q)), EDのL関数の中心値の非消滅について, 次のよ
うな予想もある (cf. Goldfeld [10, Conjecture (B)]).

予想 (Goldfeld).

#{|D| < X| rank(ED(Q)) 6= 0}
#{|D| < X}

?∼ X

2
,

#{|D| < X|L(E, (D
· ), 1) 6= 0}

#{|D| < X}
?∼ X

2
.

楕円曲線に対して定式化された問題を, 楕円保型形式に対して拡張することは自然な発想で
ある. 重み k, レベルN , 指標 ξの cusp formf(z) =

∑
n≥1 a(n)qn, q = exp(2πiz), =(z) > 0に

対して, その 2次ひねりを fD(z) =
∑

n≥1 a(n)(D
n )qnで定義する. Dを動かしたときに, fD(z)

に付随するL関数の中心値の非消滅や, その代数的部分の素数 pでの非可除性を考えるのであ

る (cf. M. Chida [3, 4]). このような問題は, 2次指標でのひねりが意味を持つような様々な状
況へ拡張される.

2 別の方向への一般化

対象を, 代数体から楕円曲線・保型形式へと一般化するのではなく, 代数体に付随する, イデ
アル類群以外の不変量へと広げる方向で議論をしてみたい.
この場合ヒントになるのは, 代数体のゼータ関数・L関数の特殊値と代数的K群の位数との

関係を与える予想である:

1. D < −6なら h(D) = L(0, χD).

2. K0(OD)tor = Cl(Q(
√

D)).

3. Birch-Tate予想 (cf. Tate [23, §4, (29)]) 任意の有限次総実代数体 F に対し,

w2(F ) := max{n| exp(Gal(F (ζn)/F )) | 2},
ξ2(F ) := w2(F )ζF (1− 2)
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とすると,
#K2(OF ) = |ξ2(F )|,

ただし左辺は F の tame kernel (= F の整数環OF の 2番目の代数的K 群).

Birch-Tate予想は更に, 有限次総実代数体 F と正の偶数 nに対して有理数 ζF (1 − n)の分子
と分母を, OF の代数的 K群の位数で記述する Quillen-Lichtenbaum予想 (cf. Lichtenbaum
[18, Conj. 2.4])へと拡張されていて, 岩澤主予想の帰結として, 解決されている場合もある
(Mazur-Wiles, Wiles [19, 25], Weibel [24, Th. 77]).

3 L関数の特殊値とKolsterの高次相対類数

代数体 F , 自然数 nに対して wn(F )を次のように定義する:

wn(F ) := max{m| exp(Gal(F (ζm)/F )) | n}.

nが奇数でD < 0が虚 2次体の判別式のとき,

ξn(D) := wn(Q(
√

D))L(1− n, χD)

と定義する.
代数体 F , 素数 pに対し, OF [1p ]を F の p-整数環とする.

H2
ét(OF [

1
p
],Zp(n)) := lim←m

H2
ét(OF [

1
p
], µpm)

をétale cohomology群とする. 右辺は p乗写像 µpm+1 → µpm が引き起こす写像に関する射影

極限. 更に,

H2(OF ,Z(n)) :=
∏
p

H2
ét(OF [

1
p
],Zp(n))

とする. M. Kolster [16]は, 有限次CM体の高次相対類数を定義した: Kを有限次CM体, K+

をその最大実部分体とする. このとき, K の高次 (n次)相対類数 h−n (K)を,

h−n (K) :=
#H2(OK ,Z(n))
#H2(OK+ ,Z(n))

で定義する. 特にK = Q(
√

D)が虚 2次体のとき,

h−n (D) := h−n (Q(
√

D)) =
#H2(OD,Z(n))
#H2(Z,Z(n))

.

分母については次が知られている (cf. Kurihara [17, §1]).

• 素数 pについて p - h(Q(ζp + ζ−1
p ) ⇔任意の奇数 nについて, H2

ét(Z[1/p],Zp(n)) = {0}.

• Vandiver予想 ⇔ h−n (D)の分母 = 1.

Kolsterの高次相対類数に関する解析的類数公式は,虚 2次体の場合,次の様になる (Vandiver
予想のもとで. Kolster上掲論文末尾の Example参照):
任意の奇数 nに対して,

|ξn(D)| = 4h−n (D).

n = 3のとき, H2(Z,Z(3)) = {0}は知られている (Rognes [21], Soulé [22]).
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4 問題

我々の考えたい問題は, 以上の準備を用いて, 次のように述べられる.

問題. pを奇素数, nを奇数とする.

1. {D < 0| p - ξn(D)} は無限集合か？(上で見たように, p - ξn(D) ⇔ p - h−n (D) ⇔
H2(OD,Z(n)) = 0)

2.
#{−X < D < 0| p - ξn(D)}

#{−X < D < 0}
はX →∞のとき, どう振る舞う？

3. Cohen-Lenstra Heuristicsのようなものはあるか？

4. 割れる方についても同様.

4.1 既知の結果から従うこと

L関数の負の整数点での特殊値の非可除性について, Bruinier [1, §5]が次の事を示している.

定理 4.1 (J. Bruinier). n ∈ N: 奇数, p: 奇素数, (p− 1) - 2n, vp(L(1− n, χ−4)) = 0. この
とき

∃∞D < 0 判別式 s.t. vp(L(1− n, χD)) = 0.

(ただし, 同論文で示されているのは実 2次体の場合で, 上の結果は暗示されているのみであ
る). Harris-Segal [11, Lemma], 若しくはKimura [13, Lemma 2.2]より, 次のことが言える:

系 4.2. n ∈ N, p: 奇素数, (p − 1) - 2n, vp(L(1 − n, χ−4)) = 0. このとき ∃∞D < 0 s.t.
vp(ξn(D)) = 0.

可除性については, Carlitz [2], Coates-Lichtenbaum [5, Lemma 6.8]により, 次のようなこ
とが示されている:

定理 4.3 (Carlitz, J. Coates-S. Lichtenbaum). p: 有理素数, χ: 原始的奇 Dirichlet指
標で, χ(p) = 1, n ∈ N s.t. pe(p − 1) | n を或る e ≥ 0 で満たすものとする. このとき
pe+1 | L(−n, χ).
特に, p− 1 | n (よって nは偶数)で, pが虚 2次体Q(

√
D)で分解するならば, p | L(1− (n+

1), χD). つまり p | ξn+1(D).

5 非可除性について (類数関係式から)

一般化類数に関する類数関係式から, 非可除性が導かれる.
H. Cohen [8]の一般化類数H(r,N)を次で定義する:

H(r,N) =





0 if N 6≡ 0, 1 (mod 4),

ζ(1− r) = −Br
r if N = 0,

L(1− r, χD)×
∑

d|f µ(d)χD(d)dr−1σ2r−1

(
f
d

)
otherwise,
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ただし, (−1)rN = Df2, Dは判別式, χDは 2次体Q(
√

D)に対応する指標, µ(·)はMöbius関
数, σk(·)は約数の k乗和関数.

r = 3, 5の場合, Cohen (上掲論文)により, 次の類数関係式が示されている:

事実 (H. Cohen). 奇数 l, 自然数mについて,
∑

s

H(3, l − s2) = − 1
2 · 32 · 7σ3(l),

∑
s

H(5, 4m− s2) =
2 · 3 · 7

11
σ5(m),

ただし和は l − s2 ≥ 0なる sを渡る.

素数 pに対して, l, mを, 右辺がmod pで 0でならないように取れるので, 次の事が示される:

定理 5.1. 1. r = 3のとき, p ≥ 11に対して ∃∞D < 0 s.t. vp(L(1− 3, χD)) = 0.

2. r = 5のとき, p ≥ 13に対して ∃∞D < 0 s.t. vp(L(1− 5, χD)) = 0.

系 5.2. 1. p ≥ 11に対して ∃∞D < 0 s.t. p - h−3 (D).

2. p ≥ 13に対して ∃∞D < 0 s.t. p - h−5 (D).

2つの虚 2次体の合成で得られる (2, 2)型の虚Abel体K = Q(
√

D1,
√

D2)については,

h−n (K) = h−n (D1) · h−n (D2)× (2-power)

が成立 (Kolster (loc. cit.)). よって,

系 5.3. 1. p ≥ 11に対して, p - h−3 (K)となる (2, 2)型総虚 4次体K が無数に存在する.

2. p ≥ 13に対して, p - h−5 (K)となる (2, 2)型総虚 4次体K が無数に存在する.

6 非可除性について (保形型式を用いて)

6.1 結果

定理 6.1. r ∈ N: 奇数, p > 3: 奇素数で (p− 1) - r + 1を満たすものとする. 基本判別式D0

で p - D0, |B(r, χD0)|p = 1を満たすものが存在すると仮定する.
このとき, 次の不等式が成立:

#{−X < D < 0| p - ξr(D)} À
√

X

log X
(X À 0).

定理の仮定部分 (基本判別式D0で p - D0, |B(r, χD0)|p = 1を満たすものが存在するか否か)
については, 個々の rに対しては数値的に直接検証することができる.

r = 3のとき B(3, χ−3) = 2/3, r = 5のとき B(5, χ−3) = −10/3. このとき p ≥ 7なら
(p− 1) - (3 + 1), p ≥ 11なら p− 1 - (5 + 1)だから

系 6.2. 1. 素数 p ≥ 7について, 次が成立:

#{−X < D < 0| p - ξ3(D)} À
√

X

log X
(X À 0).
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2. 素数 p ≥ 11について, 次が成立:

#{−X < D < 0| p - ξ5(D)} À
√

X

log X
(X À 0).

ξ3(D), ξ5(D)の部分を, 高次相対類数に置き換えたものが成立, 即ち

系 6.3. 1. 素数 p ≥ 7について, 次が成立:

#{−X < D < 0| p - h−3 (D)} À
√

X

log X
(X À 0).

2. 素数 p ≥ 11について, 次が成立:

#{−X < D < 0| p - h−5 (D)} À
√

X

log X
(X À 0).

また, 系 5.3の前と同じ理由から,

系 6.4. 1. 素数 p ≥ 7について, 次が成立: p - h−3 (K)となる (2, 2)型虚 Abel体K が無数

に存在する.

2. 素数 p ≥ 11について, 次が成立: p - h−5 (K)となる (2, 2)型虚 Abel体K が無数に存在

する.

6.2 証明について

H(r,N)を係数に持つような半整数重みの保形型式が存在する: (H. Cohen,上掲論文, Koblitz
[14, Chap. 4 §2])

Hr(z) =
∑

N≥0

H(r,N)qN ∈ Mr+ 1
2
(Γ0(4), 1) ∩Q[[q]], q = exp(2πiz).

Hr(z)を用いて, 次のようなことが示される: (議論はK. Ono [20], Kimura (上掲)と同様)

定理 6.5. r ∈ N: 奇数, p > 3: 奇素数で (p − 1) - r + 1を満たすものとする. 基本判別式
D0 < 0で p - D0, |B(r, χD0)|p = 1を満たすものが存在すると仮定する.
このとき, 算術級数 rp (mod tp)で, (rp, tp) = 1をみたすものと, 定数 κ(p)で次の全てを満
たすものが存在:
奇素数 l ≡ rp (mod tp)それぞれについて, 整数 dlであって 1 ≤ dl ≤ κ(p)lかつ次の二条件
を満たすものが存在する:

1. Dl = −dllpは基本判別式.

2. p - ξr(Dl).
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7 数値例

ξr(D) = wr(D)L(1 − r, χD)を数値的に計算するのは難しくない (2次体の指標に関する一
般化 Bernoulli数の計算). Cohen(上掲論文)により, r = 3の場合のH(3, N)の計算は, 約数
の羃和の計算に帰着されている.

H(3, N) = − 1
126

∑
s

s2(N − s2),

s2(n) =
∑

d|n
((

n

d
)2 − 2d2)χ−4(d) for n > 0, s2(0) = 1/2.

和は, 引数が非負の範囲を動く.
奇数 r, 奇素数 p, 正の実数X に対して,

d(r, p, X) :=
#{−X < D < 0| p - ξr(D)}

#{−X < D < 0}
とする.

数値例. r = 3としてX = 105までの負の判別式Dについて, ξ3(D)を計算. 素数 p = 7, 11,
13, 17, 19について, d(3, p, 105)の表:

d(3, 7, 105) = 0.847328, d(3, 11, 105) = 0.893524,

d(3, 13, 105) = 0.917412, d(3, 17, 105) = 0.940082,

d(3, 19, 105) = 0.946137.
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