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最近, 金子昌信教授により提唱された多重ゼータ値の間の予想関係式, 一般導分関係式 [Kan]
が田中立志氏により証明された [Ta]. その際, 筆者の示した多重ゼータ値のある関係式 [Kaw]
が用いられた. 今回, 田中立志氏との共同研究により, この結果の多重 L 値への一般化を得た
ので報告する. ただし, 筆者が担当したのは議論の前半部分のみであるため, その部分の概要
を紹介させていただく.

1 序

定義 1. m, p を 1 以上の整数とする. k1, . . . , kp を 1 以上の整数とし, ζ1, . . . , ζp を 1 のm 乗

根とする. ただし, ζ1 = 1 のときは k1 ≥ 2 とする. このとき,

Lx(k1, . . . , kp; ζ1, . . . , ζp) :=
∑

n1>···>np>0

ζn1−n2
1 · · · ζnp−1−np

p−1 ζ
np
p

nk1
1 · · ·nkp

p

を多重 L 値という. 又, k1 + · · ·+ kp を多重 L 値 Lx(k1, . . . , kp; ζ1, . . . , ζp) の重さという.

m = 1 のときは多重ゼータ値という:

ζ(k1, . . . , kp) :=
∑

n1>···>np>0

1

nk1
1 · · ·nkp

p

(k1 ≥ 2).

後に

ζ(k1, . . . , kp) :=
∑

n1≥···≥np>0

1

nk1
1 · · ·nkp

p

(k1 ≥ 2)

も使う.
多重 L 値の間にはたくさんの Q 上の線形関係式が存在する. そのことを多重ゼータ値の場
合にみる. Q 上のベクトル空間 Zk (k ≥ 0) を

Z0 = Q,

Zk =
∑

k1+···+kp=k
k1≥2

Q ζ(k1, . . . , kp)

で定義する. 数列 {dk}∞k=0 を

d0 = 1, d1 = 0, d2 = 1, dk = dk−2 + dk−3 (k ≥ 3)

で定義するとき, dimQ Zk に関して次のことが予想されている.
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予想 2 (Zagier [Z]). dimQ Zk = dk (k ≥ 0).

又, 次のことが証明されている.

定理 3 (Goncharov [G], Terasoma [Te]). dimQ Zk ≤ dk (k ≥ 0).

表

k 2 3 4 5 6 7 8 9 10
2k−2 1 2 4 8 16 32 64 128 256
dk 1 1 1 2 2 3 4 5 7

(2k−2 は重さ k の多重ゼータ値の個数) をみると, 多重ゼータ値の間には驚くほど多くの Q 上
の線形関係式のあることが分かる. ところで, 定理 3 は数論幾何の方法を用いて証明されてお
り, 具体的にどのような関係式が存在するのかは分からないようである. そこで,

重さ k の多重ゼータ値間の独立な線形関係式を 2k−2 − dk 個構成せよ.

という問題が残る. 多重 L 値に対しても事情は全く同じであり, 今回の共同研究はこの問題に
対する考察と位置付けることができる.

2 多重ゼータ値の場合

この節では, 先行する多重ゼータ値の研究について述べる. 以下, N は非負整数の集合と
する.

定義 4. 1 以上の整数 k1, . . . , kp と n ∈ N に対して

ak1,...,kp(n) =
∑

n=n1≥···≥np≥0

1
(n1 + 1)k1 · · · (np + 1)kp

と定義する.

定義 5. a : N→ C に対して
(1) (∆a)(n) = a(n)− a(n + 1) (n ∈ N),

(2) ∆ka =





a (k = 0)

∆(∆k−1a) (k ≥ 1),
(3) (∇a)(n) = (∆na)(0)
と定義する. ∇a を a の反転ということにする.

命題 6. k1, . . . , kp を 1 以上の整数とする. このとき

∇ak1,...,kp = a(k1,...,kp)∗ .

すなわち, 定義 4 で定義した多重和の反転は再び同じ形の多重和となる. (k1, . . . , kp)∗ の定
義を例で説明する:

3 2 1 1 1 3 1
1© 1© 3©©©
1© 2©© 1 ©
1© 2 ©©

(1, 1, 1)∗ = (3) (1, 2)∗ = (2, 1) (3, 1, 2)∗ = (1, 1, 3, 1)
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多重和 ak1,...,kp(n) を補間する Newton 級数を導入することは, 命題 6 より自然であろう.
まず, a : N→ C に対して

(∇a)(n) =
n∑

k=0

(−1)k

(
n

k

)
a(k)

なることに注意する. 数列 a を補間する Newton 級数とは

∞∑

n=0

(−1)n(∇a)(n)
(

s

n

)

のことである. この級数はある半平面 Re s > ρ (ρ ∈ R ∪ {±∞}) で収束し, Re s < ρ では発

散する. 又, s = n ∈ N でとる値は
n∑

k=0

(−1)k(∇a)(k)
(

n

k

)
= (∇2a)(n) = a(n)

である. さて, ak1,...,kp(n) を補間する Newton 級数

fk1,...,kp(s) =
∞∑

n=0

(−1)n(∇ak1,...,kp)(n)
(

s

n

)

=
∞∑

n=0

(−1)na(k1,...,kp)∗(n)
(

s

n

)

を考える. この級数は k1 = 1 のとき Re s > −2 で収束し, しかも

fk1,...,kp(−1) =
∞∑

n=0

a(k1,...,kp)∗(n) = ζ((k1, . . . , kp)∗)

である. この事実を利用して多重ゼータ値の関係式を得ることができるが, それを一番簡単な
例で説明しよう. 定義より

a1,1(n) a1,1(n) =





1
n + 1

∑

n≥n1≥0

1
n1 + 1



×





1
n + 1

∑

n≥n2≥0

1
n2 + 1





=
1

(n + 1)2





∑

n≥n1≥n2≥0

1
(n1 + 1)(n2 + 1)

+
∑

n≥n2≥n1≥0

1
(n2 + 1)(n1 + 1)

−
∑

n≥n1≥0

1
(n1 + 1)2





=
1

n + 1
{2 a1,1,1(n)− a1,2(n)}

であるから,
(n + 1) a1,1(n)2 = 2 a1,1,1(n)− a1,2(n) (n ∈ N).

実は, 多重和の間のこの関係式に由来する関数関係式

(s + 1) f1,1(s)2 = 2 f1,1,1(s)− f1,2(s) (Re s > −2)
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が成り立つ.
(1, 1, 1)∗ = (3), (1, 2)∗ = (2, 1)

だったことに注意すると, 上の式に s = −1 を代入して

0 = 2 ζ(3)− ζ(2, 1)

を得る.
ζ(3) = ζ(3), ζ(2, 1) = ζ(2, 1) + ζ(3)

であるから,
0 = ζ(3)− ζ(2, 1).

こうして多重ゼータ値の関係式を得ることができた. 一般の場合

a1,k1,...,kp(n) a1,l1,...,lq(n)

でも同様である. このようにして, たくさんの多重ゼータ値の関係式を得ることができる. 田
中立志氏はこれらの関係式から一般導分関係式が従うことを示した.

3 多重 L 値の場合

第 2 節の内容を多重 L 値へと拡張するには, 多重和の反転公式を拡張する必要がある.

定義 7. p を 1 以上の整数とする. z1, . . . , zp ∈ C に対して

cz1,...,zp(n) =
∑

n=n1≥···≥np≥0

zn1−n2
1 · · · znp−1−np

p−1 z
np
p

(n1 + 1) · · · (np−1 + 1)

と定義する.

命題 8. p を 1 以上の整数とする. z1, . . . , zp ∈ C に対して
∇cz1,...,zp = c1−z1,...,1−zp .

この命題から命題 6 を導くことができる. それには

∇cz1,...,zp−1,1,0 = c1−z1,...,1−zp−1,0,1

に z1, . . . , zp−1 = 0, 1 を代入すればよい. その際

cz1,...,zp−1,1,0(n) = cz1,...,zp−1,0,1(n) =
∑

n=n1≥···≥np≥0

zn1−n2
1 · · · znp−1−np

p−1

(n1 + 1) · · · (np + 1)

に注意する. 命題 8 に基づいて第 2 節の議論を繰り返すと, 今度は多重ポリログの関係式が得
られる. 一番簡単な場合は次のようになる.

Lx{(1, 1, 1 ; z0, 1, 1)− (1, 1, 1 ; z0, z1, 1)− (1, 1, 1 ; z0, 1, z1)

+(1, 1, 1 ; z0, z1, z1)− (1, 1, 1 ; z0, z0, 1) + (1, 1, 1 ; z0, z0, z1)

−(1, 2 ; z0, 1) + (1, 2 ; z0, z1) + (2, 1 ; 1, 1)

−(2, 1 ; z1, 1)− (2, 1 ; 1, z1) + (2, 1 ; z1, z1)

−(2, 1 ; z0, 1) + (2, 1 ; z0, z1)− (3 ; 1) + (3 ; z1)} = 0.
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ここで, |z0|, |z1| < 1. この式に z0 = 0, z1 = 0, z0 = z1 = 0 を代入すると

Lx{(2, 1 ; 1, 1)− (2, 1 ; z1, 1)− (2, 1 ; 1, z1)

+ (2, 1 ; z1, z1)− (3 ; 1) + (3 ; z1)} = 0,

Lx{(1, 1, 1 ; z0, 1, 1)− (1, 1, 1 ; z0, z0, 1)− (1, 2 ; z0, 1)

+ (2, 1 ; 1, 1)− (2, 1 ; z0, 1)− (3 ; 1)} = 0,

Lx{(2, 1 ; 1, 1)− (3 ; 1)} = 0.

これら 4 つの式で z0, z1 を 1 の m 乗根とすると, 多重 L 値の関係式が得られる. このよう
にして多重 L 値の関係式がたくさん得られ, 多重ゼータ値のときと同様に多重 L 値の一般導
分関係式が導かれる.
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