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1 序

1.1 Heckeの積分公式

E.Heckeは [4]において, n次代数体 K の Dedekindゼータ関数を n次正定値二次形式の

Epsteinゼータ関数のKの単数群上の積分によって表した. これは虚二次体の場合にDedekind
ゼータ関数が SL(2,R)の実解析的 Eisenstein級数の特殊値によってあらわされることの一般
化となっており, 実二次体の場合には, Kroneckerの極限公式等と関連し整数論において古典
的な公式である. 本稿ではこの積分公式の拡張として, 被積分関数をより一般の SL(n,R)の
Eisenstein級数までひろげ, 結果として任意代数体のHeckeL関数に対する積分公式を得るこ
とを目標とする. 先ず, ここでは元となるHeckeの積分公式を復習しておこう.
初めにいくつか記号の準備をする. Kを n次代数体, すなわち [K : Q] = nとし, r1, r2でK

の実素点の数, 複素素点の数それぞれを表す. そして 1 ≤ k ≤ r1に対して各実素点, すなわち
Rへの体準同型を

σk : K −→ R,

また, 1 ≤ k ≤ 2r2に対して各複素素点, すなわち Cへの体準同型を

σr1+k : K −→ C

と書くことにする. ただし, 複素素点は σr1+j = σr1+r2+j , (j = 1, · · · , r2)となるようにする.
以後簡単のため a ∈ Kにおいて a(j) = σj(a) (j = 1, · · · , n)と書くことにする. Kの整数環を

OK で表す. ε1, · · · , εrを単数群O×K の基本単数の組とする. ここで r = r1 + r2 − 1である.
今, あるOK の整イデアル bを一つ固定し, ω1, · · · , ωnとして bの Z上の基底としよう. こ

のとき bと x = (x1, · · · , xn) ∈ Rnに依る以下のような正定値 n次対称行列を定義する,

Y (b, x) =




∏r
i=1 |ε(1)

i |2xi

. . . ∏r
i=1 |ε(n)

i |2xi










ω
(1)
1 · · · ω

(1)
n

...
. . .

...
ω

(n)
1 · · · ω

(n)
n





 ,
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ここでA[X] = tX̄AX とした. n次正定値対称行列 Y , s ∈ Cに対して Epsteinゼータ関数は

Z(Y, s) =
∑

x∈Zn−{0}

1
Y [x]s

と定義され, 以下の公式がHeckeによって示された.

定理 1.1 (Hecke [4]).
∫

x∈[0,1]r
Z(Y (b, x),

ns

2
) dx = ωF

2−r2sΓ(s/2)r1Γ(s)r2

2r1−1nRΓ(ns/2)
ζK(s,A),

ここでAは b−1のイデアル類, ζK(s,A)でK のイデアル類Aの部分Dedekindゼータ関数と
する. ωK はK 内の 1の冪根の個数, RでK の単数基準を表す.

1.2 様々なHeckeの積分公式の一般化

Heckeの積分公式の一般化は現在まで様々なものが考えられ, 色々な方向に応用がなされて
いるが, ここでは本稿に関係の深い 2, 3の一般化を紹介しておく.
　・アデール化 (Piatetski-Shapiro & Rallis [8])

k を代数体, K を k の n次拡大体とし, Ak, AK でそれぞれのアデールを表す. An
k 上の

Schwartz-Bruhat関数 φ ∈ S(An
k)に対して, GL(n,Ak)上の関数 fφ(g, s), g ∈ GL(n,Ak),

s ∈ Cを以下のように定義する,

fφ(g, s) = |det(g)|sAk

∫

A×k
φ(ae0g)|a|ns

Ak
d×a,

ここで e0 = (0, · · · , 0, 1)とする. この積分はRes > 1
n で絶対収束することが知られている. P

としてGL(n)の nの分割 (n− 1, 1)に対応する極大放物型部分群をとる。すると p ∈ PAk
に

対し

fφ(pg, s) =
∣∣∣∣
det p

(cp)n

∣∣∣∣
s

fφ(g, s)

が成り立つことが簡単にわかる. 従ってこのような fφ(g, s)に対して極大放物型部分群 Pkに

付随する Eisenstein級数
Eφ(g, s) =

∑

γ∈Pk\GL(n,k)

fφ(γg, s)

を考えることができる.
このようなEisenstein級数に対しHeckeの積分公式を考えるために,先ず,埋め込み ι : K× ↪→

GL(n, k)を構成しよう. ResK/kGmによって乗法群GmのWeil restrictionを表すと, よく知
られたようにResK/kGmは k上定義された n次元代数トーラスとなる. 従ってK/kの基底を

固定することによって, k-準同型ResK/kGm → GL(n)を得る. この k-準同型の k-有理点を考
えれば, 埋め込み ι : K× ↪→ GL(n, k)を得ることができる. さらにこのアデール化も同じ ιで

書く. また上で決めたK/kの基底によりK ∼= knと見れば Pk\GL(n, k) ∼= k×\K×となるこ
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とに注意すると, 以下の等式を得ることができる.
∫

K×·A×k \A×K
Eφ(ι(t), s) dt =

∫

K×·A×k \A×K

∑

γ∈Pk\GL(n,k)

fφ(γι(t), s) dt

=
∫

A×k \A×K
|det ι(h)|sAk

∫

A×k
φ(ah)|a|ns

Ak
da dh

=
∫

A×K
φ(h)|h|sAK

dh,

ここで, AK
∼= An

k により φ ∈ S(An
k)を S(AK)の元と同一視していることに注意しよう. 最後

の積分は Tate積分に他ならないので, これはHeckeの積分公式のアデール化を与えているこ
とがわかる.
・O×k \KR上の Fourier展開. (Siegel[9])
以下の章で詳しく述べるが, 上で定義したEpsteinゼータ関数Z(Y (b, x), s)は単数群O×K の

作用により不変であることがわかる. この単数群不変性から Z(Y (b, x), s)は x ∈ Rrの周期関

数であることが定義からわかる. Siegelは実二次体においてこの事実を示し, さらにこの周期
性よる R/Zでの Fourier展開を考えることにより,

実二次体のHeckeの積分公式 ←→ Fourier展開の定数項
量指標をもつ実二次体のHeckeL関数 ←→ Foureir展開の一般項

という対応をつけた. 今回の我々の結果は, より一般の Eisenstein級数に対して考える事に
よって, この Siegelの公式を任意代数体に拡張し, Hecke L 関数を Eisenstein級数の積分を用
いて表すものである.
さらにこのほかにもHeckeの積分公式は様々な方向での一般化がある (cf, [3], [1], [10], e.t.c.).

2 極大放物型Eisenstein級数に対するHecke-Siegelの公式

さて, ここから本論に入る. 序章で述べたように SiegelはHeckeの積分公式を実二次体の場
合に単数群不変性から来るある種のFourier展開の定数項としてとらえ, さらに一般項をHecke
L 関数として表した. これは実はEisenstein級数の SL(n,Z)\SL(n,R)/SO(n,R)上の解析を
ResK/QGm ↪→ GL(n)の埋め込み写像によりK×上に引き戻したO×K\K×

R 上での解析に他な

らない.

2.1 Siegelの調和多項式を持つEpsteinゼータ関数と SL(n,R)の退化主系列表現

からのEisenstein級数

Siegelは Epsteinゼータ関数の拡張として調和多項式を持つ Epsteinゼータ関数を定義し,
その性質を調べている. この節では, このEpsteinゼータ関数が SL(n,R)の退化主系列表現か
ら作られる Eisenstein級数と一致することを紹介する. Siegelの調和多項式は, そこでは退化
主系列表現のK-タイプに相当する.

Q(x1, · · · , xn) = Q(x)としてRnの正定値二次形式とし, これに付随する n次正定値対称行

列もQと書くことにする. このとき Siegelは以下のようなQに付随する調和多項式を考えた.

定義 2.1. 次数 dの n変数斉次多項式 h(x)が以下を満たすとする.

∆Q−1h(x) = 0.
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ここで∆Q−1 は以下で定義される Laplace作用素である.

(
∂

∂x1
· · · ∂

∂xn
)Q−1




∂
∂x1
...
∂

∂xn


 .

このような多項式をQに付随する d次の調和多項式と呼ぶ.

Siegelは正定値二次形式Q(x)とQに付随する d次の調和多項式 h(x)に対して以下のよう
な Epsteinゼータ関数の拡張を考えた.

Z(s,Q, h) =
∑

x∈Zn−{0}

h(x)

Q(x)s+ d
2

.

これはRes > n
2 で絶対収束する. またこれは全平面に有理的に解析接続され, d 6= 0の場合は

整関数に拡張できることがわかっている.
次に SL(n,R)の退化主系列の Eisenstein級数を用意しよう. G = SL(n,R)とし, K =

SO(n,R)をその極大コンパクト部分群とする. このときGの放物型部分群は nの分割に対応

して存在するが, ここでは {1, n− 1}の分割に対応する極大放物型部分群 Pn−1,1を考えること

にする. 即ち,

Pn−1,1 =

{(
A C

b

)
∈ G ;

A ∈ GL(n− 1,R), b ∈ R×
c ∈ Rn−1, det A · b = 1

}

とする. Pn−1,1 = NM でM , N をそれぞれ Pn−1,1の Levi部分群, 極大冪単群としよう. 今
Pn−1,1の指標を次のように決める.

χν,ε : Pn−1,1 −→ C(
A C

b

)
7−→ ( b

|b|)
ε|b|ν ,

ここで ε ∈ {0, 1}, ν ∈ Cである. この放物型部分群 Pn−1,1の指標 χε,ν に対し, G上の関数の

空間

C(Pn−1,1\G ; χε,ν) = {f : G → C 連続 ; f(pg) = χε,ν(p)f(g), p ∈ Pn−1,1, g ∈ G}

を考え, そこへのGの作用を右正則表現で入れる. Eisenstein級数を定義するためにはC∞な
誘導で十分なのだが, ここでは便宜上内積

〈f, g〉 =
∫

K
f(k)g(k) dk, f, g ∈ C(Pn−1,1\G ; χε,ν)

による Hilbert完備化をとっておく. このように決めた Hilbert表現を πε,ν とかき, Gの退化

主系列表現と呼ぶ.
上の誘導表現 πε,ν のK-加群としての構造をもう少しみてみよう. この表現空間は G上の

関数の空間であったが, それらをK へ制限することによって πε,ν は L2 -IndK
M∩K χε,ν とGの

作用込みで同型となることに注意する. M の単位連結成分をM0とかくことにする.このとき

24



K ∩M0\K ∼= SO(n − 1,R)\SO(n,R) ∼= Sn−1であり, L2(Sn−1)は SO(n,R)の作用により
調和多項式の空間に既約分解されることは古典的である [5]. 従って,

Hd =

{
f は d次の n変数斉次多項式 ;

n∑

i=1

∂2

∂X2
i

f = 0

}

で d次の調和多項式の空間を表すと, これはSO(n,R)加群として既約であり, L2 -IndK
M∩K χε,ν

は以下のように SO(n,R)加群として既約分解される.

L2 -IndK
M∩K χε,ν

∼=





⊕

d∈Z≥0

d:even

Hd if ε = 0,

⊕

d∈Z≥0

d:odd

Hd if ε = 1.

P 0 = M0N とおいて Γ∞ = P 0 ∩ SL(n,Z)と定義する. このとき Eisenstein級数は以下のよ
うに定義される.

定義 2.2. f ∈ Hdで dは ε = 0のとき偶数, ε = 1のとき奇数としよう. このとき

E(ε, ν, g; f) =
∑

γ∈Γ∞\SL(n,Z)

χε,ν(p(γg))f(e0k(γg))

を Eisenstein級数という. ここで e0 = (0, · · · , 0, 1) ∈ Rnで, g ∈ Gに対し p(g), k(g)で分解
G = PK によるそれぞれの成分を表す.

この分解 G = PK は一意ではないが, 上の定義は分解によらない事に注意する. この級数
はReνが十分大きいところでは絶対収束する. これはいわゆる Langlansの Eisenstein級数に
他ならない [7], [2].
以下で, 混同の心配がない時はE(g; f) = E(ε, ν, g; f)と書くことにする.
ここで Riemannゼータ関数 ζ(ν)によって Ê(g; f) = ζ(ν)E(g; f)として正規化したものを
考えると, 先に定義した Siegelの Epsteinゼータ関数に対して以下の等式を得る.

命題 2.3. g ∈ Gに対し正定値対称行列をQg = g ·t gと定義する. また, h ∈ Hd (ここで ε = 0
のとき dは偶数, ε = 1のとき dは奇数)をとり, h̃(x) = h(xg)とする. このとき h̃(x)はQgに

付随する調和多項式であり, 以下の等式が成り立つ.

Ê(ε, ν, g;h) = Z(
ν

2
, Qg; h̃).

この命題により, 上で定義された Siegelの Epsteinゼータ関数は SL(n,R)の退化主系列表
現から来る保型形式であり, Qに付随する調和多項式はその表現のK-タイプとして自然に理
解される. 従って, この対応によりHeckeの積分公式は保型形式の群G = SL(n,R)上の解析
を通して考察される.

2.2 K×
R ↪→ GL(n,R)

ここでは上で与えた SL(n,R)の保型形式を代数体K上で考えるために, K×
R = (K ⊗Q R)×

をGL(n,R)埋め込む方法を与える. 本質的にはWeil restriction ResK/QGmのGL(n)への埋
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め込みのR-有理点を考えることになる. もちろんこの埋め込みは一意ではなく, 以下では二つ
の典型的な実現の仕方を考える. さて, OK をQ上の n次代数体Kの整数環とする. その整イ
デアルとして bをとり, ω1, · · · , ωnをその Z上の基底とする. このとき ω1, · · · , ωnはKRのR
上の基底になるため, a ∈ K×

R に対し, aωj =
∑n

i=1 aijωiなる aij ∈ R (i, j = 1, · · · , n)が定ま
る. これにより ω : K×

R ↪→ GL(n,R)を以下のように定める.

ω : K×
R −→ GL(n,R)
a 7−→ (aij)ij .

一方, K の各無限素点によって以下のような埋め込みを考えることができる.

λ : K×
R −→ GL(n,R)

a 7−→




a(1)

. . .
a(r1)

a(r1+1)

. . .

a(r1+r2)




.

ここで a(r1+j) =

(
Rea(r1+j) −Ima(r1+j)

Ima(r1+j) Rea(r1+j)

)
(j = 1, · · · , r2)とした. ここに,

Wb =




ω
(1)
1 · · · ω

(r1)
1 Reω(r1+1)

1 Imω
(r1+1)
1 · · · Reω(r1+r2)

1 Imω
(r1+r2)
1

...
...

...
...

...
...

ω
(1)
n · · · ω

(r1)
n Reω(r1+1)

n Imω
(r1+1)
n · · · Reω(r1+r2)

n Imω
(r1+r2)
n




なるGL(n,R)の元を考えると, あきらかに ω(a) = Wbλ(a)W−1
b (a ∈ K×

R )をみたし, Wbは埋

め込み λから ωへの変換行列となっている.
これらの埋め込みをつかい, SL(n,R)上で定義された関数であるEisenstein級数をK

(1)
R :=

{a ∈ K×
R ; detλ(a) = 1} (すなわちK 上ノルム 1の空間)の上の関数と以下の方法でみなす

ことができる.
EK,b(ε, ν, a; f) = E(ε, ν, W ′

bλ(a); f), a ∈ K
(1)
R .

ここで, detWb > 0となるように ω1, · · · , ωnをとり, W ′
b = (det Wb)−

1
n Wb ∈ SL(n,R)とお

いた.
このように, K×

R 上の関数とみてやると, SL(n,Z) による保型性は O
(1)
K = {ε ∈ O×K ;

NK/Q(ε) = 1}不変性に移る.

補題 2.4. Eisenstein級数の SL(n,Z)保型性より, ε ∈ O(1)
K に対し,

EK,b(a; f) = EK,b(εa; f)

成り立つ.
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2.3 調和多項式とK×の指標

調和多項式の空間は SL(n,R)の極大コンパクト部分群 SO(n,R)の既約表現の表現空間と
して実現されていた. 上で定めた埋め込み写像により CK = λ(K(1)

R ) ∩ SO(n,R)を考えれば,
これはアーベルかつコンパクト群となり調和多項式の空間はさらにCK 上の 1次元表現, 即ち
指標の空間に分解される. これによりK×上の指標を調和多項式より得ることができる.

γ = (δ1, · · · , δr1 , l1, · · · , lr2) ∈ {0, 1}r1 × Zr2 に対し, CK の既約表現の元 fγ ∈ Hd (d =∑r1
i=1 δi +

∑r2
j=1 |lj |)を以下のようにとってくる.

fγ(x) =
r1∏

i=1

xδi
i

r2∏

j=1

clj (xr1+2j−1, xr1+2j).

ここで,

cl(x, y) =





(x−√−1y)l l ≥ 0

(x +
√−1y)|l| l ≤ 0.

とした.

補題 2.5. 上で定義した調和多項式 fγ と, 以下のようなK×の指標 χγ

χγ(a) =
r1∏

i=1

sgn(a(i))
r2∏

j=1

exp(
√−1ljarg(a(r1+j))) a ∈ K×

に対し, 以下が成り立つ.
fγ(x · λ(a)) = χγ(a)f(x · |λ(a)|).

ここで

|λ(a)| =




|a(1)|
. . .

|ar1 |
|a(r1+1)|I2

. . .
|a(r1+r2)|I2




とした.

2.4 主定理

以上の議論で Eisenstein級数の SL(n,Z)\SL(n,R)/SO(n,R)上の解析がK
(1)
R 上に引き戻

されたときに, どのように移るかをみてきた. 即ち, SL(n,Z)不変性は O(1)
K 不変性に移り,

SO(n,R)の調和多項式への表現はK×の指標を引き起こした. さて, O(1)
K \K(1)

R /λ−1(CK)の
構造をもう少し見てみよう. Dirichletの単数定理 (正確にはその証明のための補助定理である
が)より以下の同型を得る.

u : [0, 1)r ∼−→ O(1)
K \K(1)

R /λ−1(CK)
t = (t1, · · · , tr) 7→ (

∏r
i=1 |ε(1)

i |ti , · · · ,
∏r

i=1 |ε(r)
i |ti).

ここで εi (i = 1, · · · , r)は基本単数の組である.
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この写像 uは自然に RrからK
(1)
R への写像に拡張されるので,

g(t) = E(ε, ν, W ′
bλ(u(t)), fγ)

とおくことにより t ∈ Rr上の関数とみることができる.

補題 2.6. 上の記号の下で以下が成り立つ.

g(t) = g(t + a) a ∈ Zr.

従って, Rr/Zrで Fourier展開を考えることができ,

g(t) =
∑

m∈Zr

(g, em)em(t)

となる. ここで, em(t) = exp2π
√−1〈m, t〉, 〈m, t〉は Rnの標準内積, Fourier係数を (g, em) =∫

[0,1]r g(y)em(y) dyとした.
このとき, この Fourier係数 (g, em)に対し以下の主定理が成り立つ.

定理 2.7.

π−sΓ(s +
d

2
)(g, em) =

1
2rn

ωK |dK |
s
n R−1

K χm,γ(b)ζ∞(
2s

n, χm,γ
)ζK(

2s

n
,A, χm,γ).

ここで, Hecke指標

χm,γ : I = {OKの分数イデアル全体の成す群 } −→ C1

は単項イデアル (a)に対し,

χm,γ((a)) =
r∏

i=1

(|a(i)|−1|NK/Q(a)| 1n )−2π
√−1(m,ri)χγ(a)

となるもので,

ωk : K 内の 1の冪根の数,

dK : K の判別式,

RK : K の単数基準,

ri : RK よりきまる Rrの元 (ここでは残念ながら詳細は省く),

A : b−1のイデアル類,

ζK(s,A, χ) : イデアル類Aの部分Dedekindゼータ関数,

ζ∞(s,A, χ) : ζK(s,A, χ)の Γ因子

である.

注意 2.8. 上の定理で定めた Hecke指標 χm,γ は一意ではないが, 定理は単項イデアルにおい
て上の条件を満たす任意の指標について成り立つ.
また, (g, em)についてインデックスmがRrを走れば, すべてのHecke指標を再現できるこ

とに注意する.
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